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第 一 篇 随机 分 析 基 础 


本 篇 由 四 章 组 成 ， 第 一 童 介绍 经 典 娄 论 的 主要 结果 ， 即 闭 的 
AACE, WORSE EEA Doob 停止 定理 ， 第 二 章 介 绍 随机 过 程 
NR. AAA: BH, TRAD o- mR, ROSH, We 
He RARRSE IRN WRAY, PAra it ie E h: 
RRR Doob-Meyer 30%, BI ZES RSA WAR, ARRA 
半熟 ， 第 四 章 介 绍 随机 积分 的 一 般 理论 . ARE: 可 料 过 程 对 局 
部 车 及 半 就 的 随机 积分 ，Ito A, BRK AR, Girsanov E 
HE, Brown aR MILA Ra. SABA, HRA 
MAIRE Bue AA aR TE EA EA, MOAB RR, 
都 给 出 了 自封 的 和 完整 的 证 明 . 因此 ， 本 篇 可 以 作为 概率 论 专 业 
的 研究 生 学 习 随 机 分 析 基 础 知识 的 入 门 读物 . 

本 篇 内 容 主要 取材 于 何 声 武 . RRMA aA HWY], 第 
四 章 的 §5 和 36 参考 了 作者 的 [YI] 以 及 Revuz-Yor 的 [RY]. 


第 一 章 LARC 


ah (martingale) 这 一 概念 是 J. Ville 于 1939 年 首先 引进 概率 论 
的 ， 季 借用 了 法 文 martingale 有 “人 悦 峙 策略 "( 即 赌 输 后 加 倍 赔 注 ) 
这 一 食 父 . 中 译名 “车 (SE) 则 是 该 法 文 词 的 另 一 舍 义 ，Lévy 
fe SE BPS. 1953 年 Doob 在 他 的 << Stochastic Processes >> 
这 部 夯 史 性 专著 中 首次 系统 总 绪 了 Lévy 和 他 自己 有 关 贡 的 理论 


及 应 用 成 果 ， 使 观 论 成 了 随机 过 程 理 论 的 一 个 独立 分 支 . 
AES AS WR HE BAR (如 Dob 不 等 式 、 上 穿 不 等 


A. KAERA Doob 停止 定理 等 ). 前 三 节 和 第 四 节 分 别 讨论 离 
散 和 连续 时 间 情 形 ， 


8 1. 基本 不 等 式 


B(QF,P) 为 一 概率 空间 ， (Fun 20) 为 一 单调 递增 的 了 
的 子 o- 域 序列 ， 令 F,.420(U,F,). 随机 变量 序列 (Xn n > 0) 称 
为 关于 (FA 适应 的 ， 如 果 每 个 Xn A Fa 可 济 的 . 

定义 1.1 (Fna) 适应 的 随机 变量 序列 (Xan > 0) KAR (上 
ai, FR) mPa Xn 为 可 积 的 ， 且 | 


EEX y+ | Fn! 一 X als Xn = Xn) A.B. . 


1 — 


定理 1.2 1) E {Anh n) AR CEB, 则 (Xn + Yn) AA {上 
mm), (Xn AY,) AER. 

2) 设 (Xn AR (FA). FAR EES (连续 非 降 ) Cw 
数 ， 如 果 每 个 (Xn) WA, W (Xn) AFR. 

证 阴 1) 显然 . 2) 由 Jensen 不 等 式 推 得 ， 上 

定义 1.3 令 No 二 和 0,1,2,.' ,00}, RT A No- 值 随机 变 
E. 如 果 对 每 个 mwE No [T =r E€ Fn, WHT ARF (Fn) 的 停 


一 -一 .一 一 -一 一 一 一 一 -一 ~--. - 


时 ,对 个 时 T, 令 
Fr ={A€ Fæ : AN[T =n] € Fa, Yn > 0}, 


称 Fr 为 工 前 事件 o- R. 

下 一 定理 列 出 了 有 关 停 时 的 一 些 基 本 结果 ， 其 证 明 都 是 不 足 
AS, «AeA BE. 

定理 1.4 EST AGI, (Sa) 为 停 时 列 . 

1) Ann, non A ht; 

2) AE Fs > AN[S < T] E€ Fr, AN[S =T] € Fr; 

3)5< To Fes C Fr; 

4) & A E€ Fs, 4 Sa = Sig t oIae , WW Sa AHH, H 
. Fega N A= Fs NA. 我 们 称 Sa A SHA LH A. 

定理 15 R(X.) 为 一 适应 随机 序列 TOA , 则 XT Tr coe 
Al Fr- 可 测 ， 

证 明 i B 为 一 Borel B, n> O, W 

(XTir ee) Z B] g [T = x] =, 
(Xpliz cco} €E B| ^ T = 7] = [Xn € B] n [r = 72] E Fn, 


这 表明 [XTT <oa]] < Fy, Bi TT oo 为 Fr 可 测 . E 
下 一 定理 是 有 界 停 时 的 Doob 停止 定理 . 它 是 证 明 下 面 的 拷 
不 等 式 的 基础 . 
定理 1.6 (Xn) HR (LR). ST 为 有 界 停 时 ， 且 5 < 了， 
则 有 
ElXr | Fg: = Xsl< Xs) as.. (1.1) 
证 明 Aik ER. RT < n, AY [Xe] < Yia Xl, 
IXst < Sy Xl Ww Xs, Xr WH. $ AC Fs,j > 0, W 
A;=AN[S = NT > jie. 


BBE T-S< 1. A ERE 


| (Xs — Xr)dP = > / (X; — Xj dP >O. 
A = A; 


Pr 


对 一 般 情 形 ， 令 下 = 了 A (十 和 1<7T<nm 则 每 个 五 ; 为 停 时 ， 
BSS Ses Rae Ri- sS El, Rj — R S10 <7 Sn—-1). 
令 A EFs HEM 1.4.3) PAC Fel <j<n. 故 由 前 面 已 证 结 
果 得 


| xsap > f Xn.aR > af XrdP | (1.2) 
A A A 


由 于 Xs 为 Fs- 可 测 (定理 1.5), 故 由 (1-2) HEB (1.4). E 
定理 1.7 Rki (Xanjar H-ELR. WH A> OG 


AP (sup Xn > A) < EÆ[Xo]- XrdP, (13) 
nk 


[aups er An <A, 
MP(inf Xa < NA) < f (-X,)dP, (14) 
nsk jinfa<* Ans—Al 


MP(sup | Xn [2 A} < E[Xo] +2H [Xz]. | (28) 
Rok 


证 明 $ T = inf{n > O: Xn R AFAk MT ARBRE, H 
在 [sup,>e Xn > ALLA Xr 2A,  [supycy Xn <A] LAT =k. 
于 是 由 定理 1.6 得 


E[Xo] > E[Xz] = j 


[sup Xk >A] 


着 了 如 有 十 f XrdiP 


[supn =k Xp A} 


> AIP(sup Xn > A}+ Í dP, 
nak [aU Pnek And 


此 即 (1.3). 同 理 可 证 (1.4). 由 (1.3) 及 (1-4) 立 得 (15). i 


定理 1.8 ik > 1,(Xa)nce H-RMRAEA TR, + XZ = 
SUP, ck |X, |- 
IMEEM A> ORpPrP 1s 
P(X} 2A) SA PEL) Xe |?) . (1.6) 
2) WHE p > 1 有 
[Xile < Sey llXalle (1.7) 


RP ilp 为 LP- 范 数 . 

An aK (1.6) 及 (1.7) 分 别称 为 极 大 值 不 等 式 及 Doob 不 等 
TK. 

证 明 不 妨 设 LX, |?] < co. 由 Jensen RBM EXP) < 
oo,0<n<k—-1. 故 由 定理 1.2.2), (Xna k APR. HER 
(—|Xn}?,0 <n ck) Be AP 应 用 不 等 式 (1.4) BD FS (1.8). 

往 证 (1.7). ROHR, 上 一 右 连 续 增 函数 自 O10) = 0. 由 
Fubini 定理 及 (4) 得 


EIX “Joe” (Ajd IP 


P(X? > )d6(A) 


JG, cc} 


ofr 2 hy Ha) 


= Efix [oo M1g8(N))| (2.8) 


fE (1.8) PS BA) = AP, p> 1, WEA (1.8) 及 Holder 不 等 式 得 
E(X) S H EIX 1 
< -P (EXP (ER a9 


AF (An? 2 Sk) ATR, 


， 
XE lle < 1S Xall < (+ DNA < 00. 


站 一 心 


在 (1.9) 了 两边 同系 (Eleg BR} (1:7). I 
FRRIER ERM 上 穿 不 等 式 . 为 此 , 先 交代 一 些 记 号 . 


设 (Xn) A (Fn) 于 应 随机 序列 ， [a,8] AA a. > 


To =inf{m > 0 : Xa <a}, Tı = inffn > Ty: Xn > db}, 
Taj = inf{n = Taji ; An £ a} 3 Tajpi = inf{n > Tz; ` An 之 b} 3 


则 (Ti) 为 一 停 时 上 升 列 . 我 们 用 U2[X, k] 表示 序列 (Xor Xs) 
EF [ab] EA, MERE 


[UP LX, k) = 3] = [Taji Sk< Typ] E Fe, 


从 而 U(X, k] 为 Fy 可 测 随 机 变量 . 
定理 1.9 EN 1,(X,)acw HOE, Al 


EUŻIX, N] < —El(Xw - a) . (1.10) 


证 明 由 定理 1.6, 对 天 > 0 有 


ElXT,, AN 一 RT AN | 
EN My LAN 一 May AN) Ley <N< Pena] + Binata), 
E Xn — a) Lita one Tog) +O AANST] - 


Ivo Y 


(1.11) 


由 于 [Uo[X, N] > kt 1) C [N > Tones] RK [Tor < N < Tees] C 
[U X, N] = k], 故 由 (1.17) 得 


PIUSX, N] > k+ 1) < BX, a) Togel- (1-12) 
在 (1.12) 两 边 对 点 求 和 得 (1.10). 
§ 2. 收敛 定理 


定理 2.1 设 (Xn) A— LR. WR sup, EX] < ool 或 者 等 
价 地 ， sup, Ei|Xnl] < 00, 因为 EIX] = EIXa] + 2ER, 则 当 


16 


n> o kf, X, as. 收 误 于 一 可 积 随机 变量 XW. HX.) 为 非 负 
LR, Mi — i n > 0 有 


EX | Fl € Xn as.. (2.1) 
证 明 +O RRABREE. 设 a,5E Qa<b $ UX) AF 


列 (和 ja>o ERE [a,b] 的 次 数 , 即 (KX) = lem, VEX, N), 
由 (1,7) 我 们 有 








PTR) < —— sup EXN 一 os —— (at sup E[Xq) < oo 
一 站 N — g N 


FR U(X) < oo as.. $ 
We = fiminf Xn <a, limsupX,, > 4], 


w= |] Was. 
a, bEQ adh 


由 于 Was C U(X) = +00], H POW.) = 0, 从 而 POW) = 0. 
车 w g W, Wj tims Xna) FE, IA Xalo Fw e W, > 
Xola) = 0. 于 是 Xa — Xa as., B H Fatou 引 理 ， 


Fli X æl] < sup Æ| Xa] <% . 


5 — ii hR E y Fatou 引 理 推 得 . E 
R22 设 (Xa) AR CEB). 如 果 (Xn) TATTAR, wi Xn 
a8. H LI RKT Xo. web, > 


ElXo | Fa] = Xn(< Xn) a8.. (2.2) 


系 2.3 hE YA ARPA, +6, = EE | Fal, p = ER | 
Foel: Wy En a8. 且 Li Ir okt F i}. 
SCPE. 


1 
-_-—.- + ns 一 ra mer 


设 (Fa)ne—No 为 一 到 F 的 子 如 一 域 ， 对 一 切 n EE —iNo, 
nl Cc Fns 关于 (Frine—No 适应 的 随机 序列 (Xn ne 一 mn 称 为 ip 
(ER), 如 果 对 每 个 %n€ No, Xn 可 积 ， 且 有 


EX, | Fai] = Xn-1€< Xn) as.. 


定理 2.4 设 (Xn)ac_n, A LB, MRR lim, —-œ Xn as. 
存在 ， 如 果 lim, -= E[Xy] < +00, W (X,) 一 到 可 积 ， XX, as. 
BOD BRR F Xo | 
“证 了 明 我 们 用 VIX, —N] 表示 序列 (X_N, X_w_ii,-:: Xo} 上 
SFE [a,b] 的 次 数 ， 则 由 (1.7) 得 


EU!|X,~N] < ——E|(Xo —a)"]. 


A> U2(X) = limy 4c. VEX, —N], 我 们 有 
U(X) < —— El[(Xo a) }< +00 . 


由 于 UXX) 为 序列 (Xo X-i, -X2 t) LF |- —a] 的 次 
BBE 2.1 的 证 明知 Xn > X_ as. (ERMA Xl- < oo 
A.S. j. _ 
当 n > 一 00 H, FLX,| t A> 一 o0. 假定 A< too. E 
(Xnjnse-WNo HAIR. HF (ElXo Fn] ne-ne 一 至 可 积 ， 只 需 证 
(Xa — E| X| Fal) 一 至 可 积 . 于 是 ， 不 妨 假 定 (Xn) 7a AE Ta E BR. 
给 定 E> 0 MARR ERBAK, EH A- ELX«] < §. Ah e > 0 
En <k, LEE, RNG 


[  X,dP = E(X,] - j X,dP 
LX, >e} [Xn =e] 


< E[X,) — j X_,dP 


[Xn <e] 


: = EX- BIX-A+ f X kd. 


[Mane] 


— ee eee) aa re an 


由 于 A> EE[Xn] > BLX_,], BON n < k, ELX,] — BLX_,] < £. 
另 一 方面 ， 由 于 PX, > e)s LEX. < 4. he ABA, X 


一 切 nme —IN 有 
f X dP << 
[Xn >e] 2 


| X;dP <e, j=0,—b...,—k, 
[X; >e] 
于 是 当 c 足够 大 时 ， 有 、 


让 dP ， 
sup f <E 
这 表明 (X,) BR. BR Xna > X_was., A (Xn) Lt RF 
一 am， | 
系 2.5 HE 为 一 可 积 随 机 变量 ， 【Snjnemwo 为 一 列 单调 下 降 

的 天 的 子 F— 域 . A En 一 EE |G], 则 


En BIE | (| Fal. 


证 阴 HH n © No, $ Fn = Gen, tin = €_n; 则 (nn)ne_ mo 
AF (Fn) A BRT FARR. EBB 2.4 推 得 绪论. E 


$ 3. Doob 停止 定理 


在 81 中 ,为 了 证 明 竺 不等式， 我 们 证 明了 有 界 停 时 情形 的 
Doob 停止 定理 (定理 1.6) 本 节 将 把 这 -- 结 果 推 广 到 一 般 停 时 傅 
形 ， 但 要 求 著 (ELH) 是 右 半 的. 

定义 3.1 一 EB) Xn € No) RA DAMM, 如 果 存 
在 一 可 积 随机 变量 Xo E€ Foo, 使 得 对 一 切 n E No, ElXolfa = 
X,(< Xn) as. 这 时 (Xn,n © No) 称 为 HAR (EM, X RA 


(Ann € No) AAS. FERREA AE R ALBA Doob 
E H. 

定理 3.2 R (Xanne No) 为 一 鞭 CER). ST 为 两 个 停 时 ， 
E ST. Mj Xs, Xr 可 积 ， 并 且 有 


ElXr | Fs] 一 Xsl< Xs) 8&8.. (3.1) 
WEAR 设 (Xn,n ENo) ARM. + S, = Sligen + (+00)I ga), 


由 于 集合 {O,i,--- , A, too} 与 集合 {0,1,--: nit + 1} PRP fal Py, 


ft AH ee BE 1.6, | 
Ag. = Xo. | Fs, | a.S.. 


今天 一 50 得 
更 | 其 | Fs] = Xs as.. 


特别 ， 这 表明 Xs AR, WERT 也 有 同样 等 式 ， 故 有 

ElXr | Fs] = EEX% | Fr} | Fs] = Xg a.s.. 
现在 设 (Anin €E INg}) gE Be, 令 Yn = EX | Fa], on 一 Xn — Yhn; 
Yo = Xæ 及 Zæ = 0, W (Za, n E No) HAEALB, AT Ef2s,|] < 
E( Zo) EE 1.3), 故 由 Fatou 引 理 ， Zs 可 积 ， 从 而 Xs = Ys + 2s 
AA, & Ta = Then + (ol irsn), 则 由 定理 1.6 


Zs, > ElZr,|Fs,] a.s.. (3.2) 
由 于 Zr, t Zr, 在 (3.2) Pe n > co 得 
Zs > ElZr | Fs] as.. 
但 由 已 证 结果 ， Ys = E|Yr|Fs] as., 所 以 
Xs > E|Xr | Fs] a.s.. I 


一 定理 是 定理 3.2 的 如 强 形式 . 
om 33 B (Xn. € No) AM ER), SLT 为 两 个 停 时 ， 


ji 
E|Xr | Fg] = Xras(< AXpas) a.s. : (3.3) 


— FE: EE ee "Es 


证 明 由 定理 1.4 的 2), Xrires € Fr, 从 而 由 (3.1) 有 


ElXr | Fs] = El Xrlires) + Xsvrfirsg] | Fs] 
= Xrlires) + Aslirss 
= ATAS 已. 与- 


(Xn) 为 上 持 时 ， 第 二 个 等 号 改 为 不 等 号 <). i 
R34 设 上 为 一 可 积 随机 变量 ， ST 为 两 个 有 穷 停 时 ， 则 


ELEJE | Fs] | Fr] = EE | Fear] às.. 


84. 连续 时 间 情 形 


设 (天 到) 为 一 概率 空间 ， 焉 (Fiho 为 一 单调 非 降 的 F 
的 子 o- Mit. © Fo = ol F mH t >00, 有 Fu = 
Flest Fa = Fi FREES. 

参数 集 为 R, 的 一 族 实 和 值 随 机 变量 (X,t R) 称 为 一 个 随 
机 过 程 ( 或 简称 过 程 ), 它 也 简 记 为 关 OE (X). 对 每 个 由 C2, XW) 
是 GR, 上 的 一 个 应 数 ， 称 为 三 的 一 条 轨道 (或 路径, 或 样本 函数 }. 
如 果 天 的 全 部 轨道 是 连续 的 ( 石 连续 的 , AES), WRX WE 
(Ee, AAS) 过 程 , MEX 的 全 部 轨道 大 连续 且 左 极限 在 
EAA, WRX 为 右 连 左 极 过 程 . 今后 ， 对 一 右 连 诺 极 过 程 X, 
我 们 用 X- = (X) 表示 它 的 左 极限 过 程 ， 并 约定 Xo- = Xo, 此 
Hh AX = X—~-X_, BAX A X AW) Beit ee. 

EX RA 下 -适应 的 , Met > 0, x, A A aM. 
一 个 F- 适应 过 程 X = (Xoo OCR IF-F), 如 
Re X 可 积 ， 且 对 一 切 0<s<t 


[xX | A] = X,(< Mas > Ka) a.5.. 


在 本 节 我 们 将 把 离散 时 间 蒜 (LP) 的 主要 结果 推广 到 连续 时 
ER (EREE. 


——— a | ee 
rr Te PP PP, |, -. 


设 X = (Xde ANE, FAR. HART. + 
B= 【在 itn}, ty < wÈ Cex, E Wi {Xa Xind 
上 罕 [a, 引 的 次 数 . 对 R, 的 任 一 子 集 D EM 


Us[X, D] = sup{U°[X, E]: BA DAA RFR). 


定理 4.1 HX = (Xeon A LB, DA RR, 的 一 可 数 稠 子 
E, WIH re sir sec R) a< bia be R) 及 入 > 0, 我们 有 


MP{ sup |X l2 A) < Æ[X-] + 2E[X7], (4.1) 
tE Dnir,al 


BUSIX, Dafra] $ pi EAX ay]. | (4.2) 


-证 阴 直接 出 (1.5) 及 (1.10) ER. E 

定理 4.2 R(X) ALB, DAI, 的 一 可 数 笛子 集 ， 则 
对 几乎 所 有 w, Vt > O(¢ > 0), limsep aje Xe(w) (imien att Xs (w)) 
FERAJ. 若 (Xi) 的 几乎 所 有 畔 道 右 连续 ， 则 对 几乎 所 有 ww 及 
一 切 t> 0, Xe (w) = limer atte Xe(w) FEBS. 

WAR Htc Ry, abe Rach, > 


Beab={w: sup | X,{w) |= co 或 了 (oo DO [0,4] = 20} , 
a€ Dr [G,¢] . 


WW Hiab E Fr, HHH 41M, 了 P(Hias) = 0 > 


Tha 
H= |) Mow, H= Waa, 
agba bE Q n=1 


其 中 OAAHRASE. Wie A, H t EH, H P(A) = 0. & 
tat £ H, Riit — i t = Olt > 0), linnte alit Ar(w) (limen ett Salay) 
BERAN. 如果 tr 一 XX:(w) 在 连续 ， 则 对 一 切 t > 0， 


X4(w) A g{ut). | 


lim = lim 
stED,at1t sey ttt 


12.: 


定理 4.3 hI = (A) FER, (X) 为 一 F- ER. 为 要 (XY) 
APERGNBIE, DAHR itm EX] AR, LHS 
$i. | 
证 明 我 们 沿用 定理 42 证 明 中 的 记号 ， 对 一 切 t eE Mi, + 
Hi = [lw He, M Hi E F MH w € Ae, WEE ti > t, fF 
few é Ae, WO A, ASEM, ER imena Xe) 存在 且 有 
3. > 


limse Ds] lt Kile), w € Hir, 
G, w € Hr 


Xw) = { 


则 显然 (Xo 为 F- ENY. H s< 13,t E R. +> sn € D, 
sn <t Hs, | 8. xe th € D, tn LF, MÆ A E Fa, 我 们 有 


> f X dP, f xap> | x. aR. 
A A A A 


AF (Xen) A (Ken) 一 致 可 积 {定理 2.4), 在 上 面 两 个 不 等 式 中 念 


n 一 oo 得 


[ Tap > | Zar. f XAP > | Xap. 
A A A A 


这 表明 (X) 为 F- EM, BX, > X,,as.. 但 由 于 (Xe) 一 致 可 
A, WA EX] = lima. E[X,,]. 因此， 为 要 X,=X,as., 或 等 
hha JELX,] = EIX. Ath RS ELX] = lim... EX] 出 
Ft oF [X,) ERIE BM, 这 等 价 于 它 在 s 处 右 连续 , 因此， 
WRA im EIX} E R, LAE, 则 上 轨 (Xo) WER (X) 
的 右 连续 适应 修正 ， 反 之 ， 如 果 存 在 (Xo 的 右 连 续 修 正 (了 ), 则 
有 EX] = EY) 根据 上 述 论 证 ， t EY] = ELX] 为 R, 上 
的 右 连 续 函 数 . 

系 4.4 EF SEA, WWF 著 有 右 连续 适应 修正 . 

下 一 定理 可 由 定理 1.8 直接 推 得 . 
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定理 4.5 B(X) 为 一 右 连 续 的 蒜 或 非 负 下 款 , 9 X= 
BUD se > LX 4. 
1) SEM A> OBR p eles 


P(X" > A) < ATP sup Ell Xa]. (4.3) 
è 


2) 对 任何 p>1 有 





IX” lle Sy sup lX . (4.4) 

ATKREH, RBNARAAR, ENA RA EE JE Ay 
结果 的 推论 . 

定理 4.6” 设 (XX) HASLER, sup, EXI] < oo (或 
等 情 地 ， sup, E[|Xil] < œ), W3 t= co 时 ， as 收获 于 一 可 
FARE ALAR REX... 车 (Xo AEA LB, W (Xante Ro) ALR. 

定理 4.7 R(X) 为 一 致 可 积 右 连续 上 和 靳 HR), 则 当 oo 
H, X as B I 收 租 于 一 可 积 随机 变量 XW, A (Xt,t € R4) 
AER G. . 

R48 (Fi) GER, Oo 为 一 可 积 随机 变量 ， (&) AR 
(EKF) 的 右 连 续 适 应 收 正 ， 测 当 1 一 se Rf, g; as. Bf 
RF EE | Fo). 7 

定理 49 B (Xho KT (Fiorio 为 一 右 连 续 上 黄 . $ To= 
Deso Fe 如 果 sup,>9 2 [X,] < ec WitlLOR X,as. 及 王 收 合 于 
一 Fo 可 测 随机 变量 Xo, A (Xho 为 F- ER. 

MERTENS AGAR (ER) 建立 Doob 停止 定理 . 
为 此 需要 引进 停 时 的 玻 念 ， 但 关于 停 时 的 详细 讨论 要 在 第 二 章 中 
给 出 . 

EN 4.10 E R, PRAM T gk F- 停 时 或 可 
选 时 , 如 果 对 一 切 在 > o, [T < t] E Fe 

对 每 个 停 时 T, + 


Fr = {A E Fo: WE R4}, A £ t| oF}. (4.5) 


"14> 


这 是 一 个 o- 域 ， 称 为 人 前 事件 o- 域 
”定理 4.11 (Xante R) A-HERB (LB), 5,T AB 
ME, H ST. Mj Xs, Xr WH, H 
EXr | Fs] = Xs( Xs) as.. (4.6) 
HE RA H HEER JE. vne N, 令 Dn ={0,5, at 十 ce 上 
而 (Xt, t E Da) 为 (Fet € Da) Em. 分 


fore) 
k 
k=l: 
Z~ k 
Thn = > gn [Tei] + (+00 Fir + 00] 1 
=1 


出 易 证 Sayin 为 (Fat = Da) 停 时 ， 且 Sn + Š, Th 4T. 由 定理 3.2 
[XT, | Fs,] < Xs, a.s., 


特别 地 ， VA E Fs Z Fs, A 
f Xr dP < | Xs dP. (4.7) 
A A 


但 由 定理 2.4 (Xs) 及 (XT,) 一 致 可 积 ， 故 由 (4.7) fF (4.6). 1 
下 一 定理 是 Doob 停止 定理 韵 加 强 形式 ， 其 证 明 与 定理 3.3 完 
Se, MRE. 
定理 4.12 it (Xante RL) A-AESR (LR, ST 为 两 
个 停 时 ， 则 | 
ElXr | Fs! = Xrasl £ Xras) as.. (4.8) 


R413 H(A) 右 连 续 ， 上 为 一 可 积 随机 变量 ， ST AA 
个 停 时 ， 则 

EliElé | Fr] | Fs] 一 IEE | Fsarj A.B. . (4.9) 

证 明 令 (X) AB CEE | 五 ]) Wee e mew er, Xa = 

EXE | Foo), 则 由 (4.8) BAH (4.9). | i 
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第 二 章 随机 过 程 一 般 理 论 


随机 过 程 一 般 理论 主要 研究 随机 过 程 的 可 测 往 结构 ， 它 是 测 
度 论 的 精细 化 . 本 章 前 三 节 内 容 不 涉及 概率 测度 ， 84 介绍 截 口 定 
理 ， 该 定理 提供 了 通过 跑 机 过 程 在 停 时 的 取 值 来 研究 随机 过 程 扫 
道 性 质 的 途径 . 5 介绍 的 可 测 过 程 的 投影 是 概率 论 中 的 条 件 期 
望 的 推广 86 通过 测度 的 投影 来 定义 增 过 程 的 对 偶 投 影 . 


$1. 停 时 


Q, 为 一 可 测 空 间 ， F = (Feros 为 一 单调 非 降 的 大 的 
子 0 一 Hm. $ Fo = Yro Æ 


Fu =[] Fa, t>0, 


E>ft 


万 - = Vet Fs = 0(| | Fs) .t > 0. 


act 


我 们 药 定 Fo- = Fo, Fa = Foo. M F RA AEM, 如 果 对 每 
MtO, Fi = Fir 显然 ， 流 Fe = (Ft4)tzo 是 右 连续 的 . 

定义 1.1 (2,F) 上 一 R- 值 随机 变量 了 HA F- 停 时 , 者 
.对 每 个 > oT <i eA; KA FERH, AAA t > O, 
[T < t] E Fe ere, TALE Ft. 

显然 ， F- 宽 停 时 与 Fy 停 时 是 同一 概念 ， 特别 ， F- 停 时 
也 是 F- 宽 停 时 下面， 一切 停 时 及 宽 停 时 都 是 对 而 言 的 . 

读者 不 难 证 明王 一 定理 . 

定理 1,2 1) 设 ST AEH, M SAT, SYT ARH. 

2) (Sn) BENT, WAS, AP, Yna AR. 车 
(Sn) 为 必定 的 ， 即 对 每 个 w oO, FE ARM no, 使 得 n 之 nc 


-16° 


FT, 有 Sp(w) 一 Sn, (w), 则 An Sn AF RT. 
MLS RT ABM, + 


Fry = {AE Foo: Yt € M4, A[T < t] E.F} , (1.1) 


Fr = {4A E Fo: Vie My, AT <t € Fy} , (1.2) 
Fr- = FovofAlt<e T]: AEA, tE Ri}, (1.3) 


则 Fry, Fr, Fr- WA c- 城 . 

设 工 为 一 宽 停 时 ， 则 仍 可 按 (1.1),(1.3) SHE Fri 及 Fr, 
而 {1.2) 定义 的 Fr 不 一 定 是 o- MT (Pi, BoP te R, 
[T < t] E Fa, W N E Fr). 

显然 对 每 个 停 时 T, 我 们 有 Fr- C Fr C Fre, 对 等 个 宽 停 时 
T, 我 们 有 Fr- C Fry WRT SCHEER, te Re, 则 工 为 停 
RM, A Fr = Fy, Fr- = Fi, Fry = Fay. 

下 一 定理 罗列 了 有 天 o- MR Fr, Fr 及 Fr. 的 一 些 主要 性 
JR, HERMIE. 

定理 1.4 APR, ST RRB, (Sa) 为 停 时 列 ， 
RLU 表示 宽 停 时 ， (Ra) 为 宽 停 时 列 ， | 

1) R X Fp- WW. 

2 S ET s Fg C Fr, RE U > Fr- C Fy- Fr} CFI. 

3) Fs [Fr = Fsar, Fs Y Fr = F svr. 

HAE Faeyr > ALS < T] € Fr, AlS < T| € Fr, AS=T€ 
FSAT. 

5) A € Fr > AR < U] E Fy.. 

6) A € Fæ > A|R = œ] € Fa. 

DRU, HÆ R< oo] E R <U => Fr C Fuy.. 
8)S< 7, HE [T >0] E S< T= Fg C Fr. 
) 


9 E R = Yadin, U = Andin, yiJ 
Fr—-=VnFr,— > For =È Fr, - 


10} # S = Vna, BAT n, Æ [0 < 5, < wo] EE Sa < S, 


yy 
Fs- =Ynf s, - 


* 了 7 . 


eee a mr 一 


11) HEP ARR n> 1, > 
， enk 
Un = 2 ond sve T Hueto 
k=1 
则 Un ARR, BOUL LU. 
12) %& A E Fr. > 


Ta = Tila + { 十 OH ae | 
W Ta 为 停 时 ， 称 Ta 为 了 到 4 上 的 局 限 . 我 们 有 


Fra, NI A= FTAA, Fr, NAS = FN AŽ, 
Fr NA=Fr NA, Frm NA=F NA". 


§ 2. 循序 可 测 、 可 选 与 可 料 过 程 


在 这 一 节 里 我 们 将 研究 三 类 最 常用 的 可 测 过 程 ， 循 序 可 测 、 
可 选 与 可 料 过 程 . 

定义 2.1 RX = (Xho 为 一 随机 过 程 ， 称 XX 为 可 测 过 程 ， 
RIE (wt) HAR, Alo AF x BURL) 可 测 ; 称 X A 循序 
(RH) 过 程 , 如 果 对 一 切 4E R, X MF Ox [0,4 4 F x Blo, t- 
可 测 . 

显然 ， 循 序 过 程 为 可 测 且 适应 的 ， 但 亲 命 题 不 成 立 . 

定理 2.2 FHS ( 左 连 续 ) 适应 过 程 为 循序 过 程 . 

证 明 X= (X,) 为 右 连 续 适 应 过 程 . 对 每 全 给 定 的 上 > 上 
定义 全 x [0 有 上 一 列 过 程 蕊 人 如 下 ; 


XP w) = Xow) {fs= =ü] +S (Wt ogc ag sE [0， t], 


HRT o x [0,t], X 为 F x B{[0, 丰 可 测 ， 且 在 N x 0,# 上 ， 
im, Xw) = X, lw). 


- J] Ñ. 


一 一 一 一 . 
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RF Ox [0,2], X AF, x B0, TA, RA X 为 循序 过 程 . 
X 为 左 连续 情形 证 明 类 羽 ， 

定理 2.3 E(X) 为 一 循序 过 程 ， 则 对 一 切 停 时 T, Xe freee] 
为 Fr- A. 

证 明 :由 于 对 每 个 + 之 0, 了 At EE Fy, W Xrsn 作为 R, Fs) 到 
(N x [0,2], 7, x BO, AD PRR RN wfe Tw At) A {Qx 
(0, £], Fe x B([P, t 到 GAR, BGR)) PR BTR (w, 5s) OX, (wu) 的 
复合 ， 为 Fr 可 测 的 . 

投 Ac BUR), WME t > 0, 


Xrhir<c) € AJT < t] = [Xra E AJT < t| E€ Fi. 


X 和 和 <ool = IMr XrandiTga AM Xrlir<al < Fæ ra 
[Xr IT coo} € Al € Fr, BẸ ATL P<] Al Fr- 可 测 ， i 
定义 2.4 HUY WO ED R Ang, HUS<SVEÆX 


[U,V] = {te Ox Ry: Ulw) < t< Vw)), 
[U.VE={@,t) E 2 Ry: Ue) <t< Vy}. 


类 似 地 ， 可 定义 ULV MOVE. 它们 统称 为 随机 区 向 . [V,U] A 
iA [U], 称 为 U 的 图. 

定义 2.5 Ox RR, 上 使 得 全 体 右 连 左 极 适应 过 程 为 可 测 的 最 
小 o- 域 称 为 可 选 o- 域 , 记 为 OQ. 人 x KR, 上 的 使 得 全 体 左 连续 迁 
应 过 程 为 可 测 的 最 小 o- 域 称 为 可 料 o- 域 , 记 为 P. 一 随机 集 或 
过 程 称 为 可 选 的 (可 料 的 ), 如 果 它 是 O(P)- 可 测 的 ， 

由 定理 2.2 知 ， 可 选 过 程 或 可 料 过 程 都 为 循序 了 过程， 从 而 为 运 

定理 2.6 FEEC T, N 


O=oaf{[S,oo]: SeT}. 


证 明 SC = {JS of: Ss ET} HF Eec O, goco. 
ASE Oco. 设 (X) 为 一 右 连 堪 极 适 应 过 程 . iE (X) 为 
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o(C)- 可 测 ， 给 定 e>>0, 令 Ti =0, 并 归纳 定义 (Tt)n>1 WF: 


Tirau) = inf{t: t> Tilu) Xese) Xw 2 e 
或 | Xre(uy(w) — Xe-lw) l>e}. (2-1) 


我 们 用 归纳 法 证 明 一 切 Te 为 停 时 ， 注 意 (2.1) 右边 的 集合 是 Ri 
中 对 右 极 限 封闭 的 集 ， 从 而 对 任何 "e R, RING 


[Ti = r] CUTS < ri Xr — Xr] > e] Y [| Xre 一 下 -一 | > el) 
C [Ian Srl. (2.2) 


& @ KAMAE, H (2-2) 得 


Piy St = (HITE < r(lXr: -Xl > dU Xr; — X- > €)} 


rit 


= A (J UT; < rlf žr: — X,| > (1 - S 


molred, 


HPQ = (QNO {H RET APH, HEH 2.3 及 定理 
13 Mf [Tip St] E Fe ATT Tapi 也 是 停 时 . | 

显然 (Ts) 单调 增 , HH Tey) < oo Bf, Ti (w) > Talo) 此 外 
有 | 下 re (ww) AXT 2 e MX re (wy (WH) ET wy) 2 e. 
由 于 X. (w) Æ loo LRA AH, W Tilu) RAAF 
wA, Mit 人 (wj 二 oo. & 


X= $ Xr lyre ref 
n—G 


MU AS 为 o(C)- 可 测 . 由 于 vt e [Tile Te iw) Xr; -Xw < 
c 故 对 一 切 (wi) © x Ry, 有 Xf(w) -Xu(w)| < e AT X th 
a(C)- 可 测 ， 


« HY] + 





定理 2.7 + 


Cy = {Ax{0}: AEFo} Uf Ax]s,t]:0< s <t, s,tEQh AEL] F}, 
1 rag 

Co={Ax{O}: AEF} U {Axis t| O<s<t,5,tEQ.,Ac LJ Fa}, 
roa 


Cy = {A x {0}: AE Fo} UL] S, of SE TH, 


则 a(€) = a(l) = o(Cg) = P. #8, PCO. 
证 明 BA, CCP HEERY, RoC CP. SAB, 对 
PS AEST (XL), $ 


Xi”) = Xolnaoy + 5 X kdg cee mbt ， 
k=) 


则 limp oo Xe = Xi. AA, RMR n> 1, X A oC) 可 测 ， 
ww X 亦 然 、 这 表明 PC elC) 从 而 (Gi) =P. 但 是 容易 看 出 


Circ riCz) ;Ca C a (Cı) „ĉi C rtCs) ,a(C3)} CP, 


BA efcs) = o(a) = oC =P. RRA CL, CO, PCO. i 
R28 E AW SR, TARY, Xelipca] E Fr-, 
XT 为 可 料 过 程 . 
证 明 前 一 缩 论 由 oi) = PREACHES, 后 一 结论 
由 如 下 表达 式 推 得 


x? = X dT] + Xr Hr l . | 


定义 2.9 0 上 一 Ri GRRT KA 可 料 时 , WR T, of 为 
可 料 集 ， 一 停 时 工 称 为 可 及 对, WR EP BBY (Ta) 使 得 
iT} CU, Ta], 

SAAR RN S46, H {iS col: Se A} Ox WR, 上 生成 的 
.0- TR MY BE 可 及 or 域 . 


» 2]: 


显然 ， 可 料 时 为 个 时 ， 从 而 为 可 及 时 . 一 常 值 停 时 是 可 料 时 . 
oh, RT ARAM, BU [Tool 为 可 料 集 ， 从 而 工 为 可 料 
时 ( 停 时 ), SERS [T] 为 可 料 (可 选 ) Æ. 

下 一 定理 罗列 了 有 关 可 料 时 的 一 些 主要 性 质 ， 其 证 明 从 赂 . 

定理 2.10 1) $ (Sa) AAS PP], ME vn55 为 可 料 时 ， 
如 果 (Sn) ERE, WY ALS, 为 可 料 时 . 

2) 设 5 为 一 可 料 时 ， 了 为 一 停 时 ， 则 

AEFovT- > ALS < T] € Fr- AIS =T] € Ftsary - 


3) 设 加 ,了 ABBA, M Fs 0 Fr = FESAT- Fo V Fr = 
Fisvt)— - 
4) 设 (Sa) 为 尾 定 的 可 料 时 序列 ， 则 


Fivan) = Vaf sa-a Farsi = È 17s,-. 
TL 


5) 设 S 为 一 可 料 时 ， 则 对 一 切 A E Fs, Sa 为 可 料 时 . 
定理 2.11 设 吾 为 一 循序 集 (可 料 集 ), 且 包 含 在 一 列 停 时 (可 
” 料 时 ) 的 图 的 并 中 ， 则 BB 可 表示 为 一 列 停 时 (可 料 时 ) 图 的 并 . 特 
al, THO 上 一 R ABR, FT] 为 循序 集 TBR, 则 了 
为 可 料 时 (PE). 
证 了 明 BCU.) 为 停 时 列 ， 令 
L,={w: fw, dn(w) E B}, 


WY In. = Tp (Tw)Iir, cco}: 由 定理 2.3, Ln € Fr, KM (Tr) i, AGH, 
BRA B= UP) h 可 料 情 形 证 明 类 羽 . i 
定理 2.12 设 和 4 为 一 列 停 时 {可 料 时 ) 图 的 并 ， 则 存在 一 列 停 
at CB) CT) ,使 得 A= UT), BPO] = 8, nx im. 
证 明 只 证 可 料 情形 . 设 (Sr) 为 一 列 可 料 时 ，A = UP, [Sa]. 
& T= 5,8 a>2,4 


n=l 
Bn = { [Sk £ Sn) Ta = (Sn) a,» 


k=l 


79> 


W 3, € oy 7, Wee, Pot.) = 8 “nw om H 
A= Ula. £ 

定理 2.13 i% (Xjes ARETE, MEE a 
” 畏 正 药 停 时 (Thn), 使 得 


[AX #0] ={(w,t):0<t < +00, Aw) Æ Xid) ]} 
= (IZA. (2.3) 


证 明 c= 4, 8 (2.1) 定义 了 3, 往 证 [AX # OCU, si ZEN 
HO<t < +00,|Xi(w) All > 2, WHR nS 1, A 


TŠ (w) < t< TË (w). 
对 一 切 s ETF o, TE l 由 (2.1) 有 
1 1 
| Xow) X 4 (w) I< gr | Xe) - X 4) I< 5 


因此 |Xq(w) -Xo (w) <2. 这 表明 必 有 上 = TE (w), 故 由 定理 2.11 
推 得 本 定理 的 结论 . : 
下 一 定理 给 出 了 右 连 左 极 适 应 过 程 为 可 料 过 程 的 刻画 . 
定理 2.14 EX = (X.) 为 一 右 连 左 极 适应 过 程 ， 则 为 要 X 

A, QR ARR X 满足 下 列 条 件 ， 

1) 存在 一 列 严格 正 的 可 料 时 (Zn), 使 得 [AX 401 Ufa, 

2) SEPA BA T, Xelircny € Fr- 

证 明 必要 性 . GX BDA, 则 用 定理 2.6 的 证 明 可 归纳 地 证 明 
Ts 的 图 为 可 料 集 ， 从 而 TE 为 可 料 时 ， 由 定理 2.13 的 证 明 可 知 条 
件 1 成 立 、 条件 2) 由 系 2.8 推 得 . 

充分 性 . 设 六 满足 条 件 1) 及 2). 由 定理 1.12, RB (Th) 的 
RA, kA 


X= Ky tr + 2 Xr Hr 
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由 于 AT, fr, eo] 筷 Fr, — 
Ar, 47} = XT, Fir, <o} HTa, oof — Tyr, oof) . 


为 可 料 过 程 ， 从 而 蕊 为 可 料 过 程 . 
定理 2.15 设 蕊 为 一 可 选 过 程 ， 则 存在 一 可 料 过 程 了 , 使 得 

X AY] 含 于 {从 而 等 于 ) 一 列 停 时 图 的 并 ， 

«GERD S C={IS,TES, TET}, CHa KR. 车 多 = lsri 

$ Y = hsp W [X 4 Y] Cc [SUII 故 由 单调 类 定理 推 得 定理 

绪论 . i 


§.3. 有 限 变 差 过 程 


定义 3.1 一 过 程 称 为 增 过 程 , 如 果 它 的 所 有 轨道 为 Ry EAF 
负 有 限 值 右 连 续 谱 匡 数 .两 个 增 过 程 之 差 称 为 有 限 变 莽 过 程 . 
显然 ， 有 限 变 差 过 程 为 右 连 左 极 过 程 ， 从 而 适应 有 限 挛 雯 过 
程 是 可 选 过 程 . 
= (A:)t>o AA RBS We, Weep wen, Ry 上 的 
有 限 变 差 函 数 Aw) 可 以 唯一 地 分 解 为 4 (wj = A (w) + Aw), 
其 中 A*(w) 为 连续 有 限 变 差 消 数 ， Aw) PA AREE we: 


A#{w) = >> AAs). | (3.1) 
Dearg 

我 们 称 过 程 AS 为 入 的 连续 部 分 Wx Ee A? 为 A BY Sh BT AB or ( ak 
BEB 4). 

设 4 为 有 限 变 差 过 程 ， 称 4 为 纯 断 的 ， 如 果 AS = 0. 

下 一 定理 描绘 了 适应 及 可 料 有 限 变 差 过 程 的 结构 ， 

定理 3.2 设 4 为 一 适应 (WA) 有 限 变 差 过 程 , 则 At 亦 然 . 
此 处， 存在 一 列 互 不 相交 的 严格 正 停 时 (可 料 时 ), E 


= >) AAs, Ts,<d (3.2) 
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(约定 AAS, = G}. 

证 明 只 证 4 为 可 料 情 形 ， 由 定理 2.12 及 2.14 知 ， 存 在 一 列 
图 址 不 相交 的 严格 正 可 料 时 (5S，), 使 得 [AA 4 Ol Cc UiS]. 由 于 
(3.1) PRR, ATS RRA A KAR, FRA 
(3.2). 由 于 AA AB, RH AAs. € F5._, 从 而 由 定理 2.10.5) 知 ， 
A? 为 可 料 过 程 ， I 

R33 H A= (A) 为 一 适应 (可 料 ) A REEE, OA 级 
变 差 过 程 B, = Aol + fo |a4。| 为 适应 (P (可 料 ) 增 过 程 ， 且 4 可 表 为 
两 个 适应 (可 料 ) 增 过 程 之 差 . 

下 面 我 们 研究 可 测 过 程 对 有 限 变 差 过 程 边 轨道 的 Lebesgue- 
Stieltjes 积分 . 

EX 3.4 8 A= (H,) AWW, A= (4) 为 一 有 限 
变 着 过程， 如 果 对 一 切 we, H—-Wt1>0, Hlo) 关于 A.(w) 在 
(0, £] E Lebesgue-Stieltjes 积分 存在 日 有 穷 ， 则 称 瑟 关于 ATRE. 
XAT, EA 


Bw) = J, 本 (ed 人 o) = Hoc + f H lodd lw) , 


称 (Bi) A H RT AB ONE) 积分 , WA HA. BR, HAA 
SRSA. 这 里 及 今后 ， 我 们 约定 dA (w) E s-OMN TTA 
Agu), 记号 fy 表示 hoa | 
定理 3.5 H H =(A:) A-T, A= (A) 为 一 有 限 变 
BME, AA 关于 A oR. | 
1) WR H 为 循序 可 测 的 ， 4 为 适应 的 ， 则 HA 为 适应 的 . 
2) 如 果 AACR. 4 ASDA, WW A.A. 为 可 料 的 . 
证 阴 分 别 考虑 HA 及 H.A? Baj. 


§ 4. 堆 口 定理 及 其 应 用 


从 本 节 起 , 我 们 考虑 一 带 域 流 F = (Fi) 的 概率 空间 (0, F, P). 


ae 


流下 = (Fe) BRAD 完备 的 , 如 果 概 率 空 间 (2, FP) 本 身 是 完备 的 ， 


H Fo 包 售 一切 P- SRR. Em F Re MAES, MP 满 


足 通常 条 件 . 

任 一 流 严 总 可 完备 化 . 首先 , 将 概率 空间 (0,F,P) 完备 化 ， 
以 A 记 FP- 零 概 集 全 体 生 成 的 o- RR. SP (Fiy Neo, W 
FP 是 一 完备 流 ， 称 为 F 的 完备 化 . SPP MEERA, 
它 称 为 更 的 通常 化 . 除非 有 附带 说 明 ， 我 们 一 般 不 假定 F 是 完 
备 的 . 

下 一 定理 称 为 截 口 定 理 , 它 是 随机 过 程 一 般 理 论 中 的 最 重要 
结果 之 一 .其 证 明 见 [HWY]. 

定理 4.1 设 4 是 可 选集 (TRH, WHR), 则 对 任 给 e > 0, 
Fes (可 及 时 ， 可 料 时 )7, 使 得 

1} {T] c A; 

2) IP(T < œ) > P(r(A)) ~&, 
这 里 (A) A AED LPB. 

定义 4.2 Ox IR, 的 一 个 子 集 A 叫做 不足 道 染 (EF 
E IP), WR AEN EBRE (4) 是 到- FRR. 一 个 过 程 蕊 m 
向 不 足 道 过 程 , WRK [w,t): Xtlw 40} 为 不 足 道 集 . 称 两 个 过 


HX = (X), Y = (%) 无 区 别 ( 记 为 禄 = 了 了), 如果 {wd : GO) # © 


niw 为 不 足 道 集 ， 着 {(w,t) : Xile) > TN ADER, 则 记 
WM <¥. 

令 后 ， 我 们 将 两 个 无 区 别 过 程 视 为 同一 过 程 ， 

TFRS HAO EEM HM. 

定理 4.3 1X =(X%),¥ = (Y) 为 两 个 可 选 {可 料 ) 过 程 . 如 
Exp AA CARL, A Xr < Yr as., W X<Y. 

WEA 只 讨论 可 选 情 形 . 我们 采用 反 证 法 . 8 A= {(w,t): 
Xw) > Viw) 是 非 不 足 道 集 . 由 于 4 是 可 选集 ， 故 由 定理 4.1 
”存在 停 时 S, 使 得 [S] CA, 且 P(S < co) > 0. 取 常 数 c > 0, 使 得 
本 (3S<e>D 令 了 =9Ac 则 工 为 有 界 停 时 ， 且 在 [S<el 上 有 
X: > Yr, FREI, THe A 必须 为 不 足 道 集 . AE, RMN 
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Tr ee PE 


MO A? ch 


BXAX<Y, | 
R 4.4 R X= (X) Y=) 为 两 个 可 选 (可 料 ) 过 程 . 如 果 

对 每 个 有 界 停 时 (可 料 时 )T, 有 Xr = Yras., WX 与 FY 无 区 别 . 
一 宽 停 时 (Ta) 称 为 (a.s.) 可 预报 的 , 如 果 存 在 一 宽 停 时 的 上 升 


7h (in) 使 得 在 [T > 0] 上 , 对 每 个 nn 有 Tae <T (as.), H lim, Ta = 
T {ash . 


下 一 定理 是 裁 口 定理 的 一 个 重要 应 用 . 由 于 证 明 比 较 繁 ， 这 
里 略 去 不 证 ， 读 者 可 参看 [HWY]. 

定理 4.5 一 切 可 料 时 是 as. 可 预报 的 . 

定义 4.6 RAEN, RTA 绝 不 可 及 时 , 如 果 对 一 切 可 
BA S, 有 P(T = 5S < co) =0. | 

EE 47 设 了 为 一 停 时 ， 则 存在 as， 唯 一 的 4c 蔬 < 
00), A E€ Fr- HAT. 为 可 及 时 ， Tae AMAT RI. 

Ta 及 Tae DIRA T 的 可 及 部 分 及 绝 不 可 及 部 分 , 并 记 为 
T° 及 Ti 

证 明 $ H= [US =T < oo] : (Sw) 为 一 可 料 时 }. 显 
R, HC Fr 对 可 列 并 运算 封闭 于 是 存在 ACH ,使 得 
A = ess supH. $A Ta 为 可 及 有 时， Tae 为 弧 不 可 及 时 .不 难 证 明 
A 的 as. 唯一 性 . 4 

定理 4.8 WX =(X%:) 为 一 右 连 左 极 适应 过 程 ， 则 存在 一 列 
严格 正 的 停 时 (Ta) 满足 下 列 条 件 ， 

i) [AX #0) CU lI} ， 

i) 每 个 Ta 或 为 可 料 时 ， 或 为 绝 不 可 及 时 ， 

ii) 3 ném bi, [NT] = 

我 们 今后 称 这 样 的 停 时 列 (Ta) 为 SFE X 的 号 的 标准 停 时 列 . 

证 明 由 定理 2.13, 存在 一 到 严格 正 的 停 时 (0%), 满足 条 件 
i}. HE 47, 对 每 个 n, 存在 可 及 时 US 及 绝 不 可 及 时 ,使 
得 [Un] = [U9] Uli]. 于 是 ， 由 可 及 时 定义 ， 存 在 一 列 严格 正 停 
时 (Sn) BRE D Mii). 令 Ai ={n: 8 为 可 料 时 },Aa = {n : 
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S, ARR RI}. HEM T = 51.7, = (Saja, n> 2, 其 中 


万 = { 站 < Re [Sx f Sas | neN, y 
Mees, [Sk 天 Sn] A (ecni, ken [Sk # Sal, ne No. 


an On Al BD BAY, 出 B, € Fay 从 而 Th 为 可 料 时 ; in E Sn 为 
ANH RT, WB, E Fs, Tn 为 绝 不 可 及 时 ， 显 然 (Th) 满足 条 
# i) — ii). i 
BACH x R}. 全 
Dalw) 一 inf {tf e Hi}: (tw) = A}, w € M2, 


称 Da A A 的 Bia, 这 里 约定 inf = +00. 
下 一 定理 将 在 以 后 常 被 用 到 . 
定理 4.9 (F) ZS. 若 4 为 一 循序 集 ， 则 D4 为 宽 停 时 . 
47 4 为 一 循序 集 (可 料 集 ), H [Da] cA, W Da 为 停 时 (可 料 时 ). 
iR 令 
A: = {(w,8) : 8 <t,(w,s) € A}, 
A; = {(w,s) : 8 <t,(w,s) € A}, 


Rl) A, = AN(O x [0, t) e Fx BUR,), [Da < t) = rfd, 其 中 rildi) 
AA TED ERB. 由 于 五 基于 到 完备 ， 由 有 关 解 析 集 的 一 
个 结果 知 ( 见 [HWY] 或 FU) < 五- 因此 Da ARN. BE 
B [Da] cA. M [Da < t] = r(A) E Fan RD, ARN. BAR 
可 料 集 ， 则 [D4] = Anfo, Dal ATTER, Alt Da ADAH. E 

定理 4.10 设 (Fo 52H, W- WA Ai A A a EE. 

证 明 设 针 为 不 足 道 可 测 过 程 ,， A={w :3t€ R K) 天 
0}, 则 P(A) =0, A ACF. 4 


C={Cx [t,o CeF,teR,}. 
易 见 C 为 一 7- 类， Ao(C)=F x BUR,). 另 一 方面 +> 
H = {Y € Fx B(R)) : Yla, AAW}, 
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则 对 一 切 H eC, Iy CH. BRIBE, HBA F x BURL) 可 
测 过 程 全 体 . 特别 ， X = Xlaxa, 为 可 料 过 程 . i 

定理 4.11 R (FA) A, M-AR -ABRARE 
HEKI. E (7) 满足 通 锅 条 件 ， 则 一 切 款 有 石和 连 堪 极 收 正 . 

证 明 由 定理 4.10 及 上 一 章 定理 42 和 4.3 推 得 . 

Mie Ho 4.10 出 发 ， 可 以 证 上 明 如 下 三 个 重要 结果 (A [BWY]: 

定理 4.12 设 (F) 完备 , 则 一 切 右 连续 适应 过 程 为 可 选 过 程 . 

定理 4.13 设 (F) eR, X 为 一 右 连 左 极 适 应 过 程 ， 为 要 X 
是 可 料 过 程 ， 必 人 须 且 只 需 它 满足 下 列 条 件 : 

i) 对 每 个 绝 不 可 及 时 S, FE [S <o] LA Xs = Xg as., 

ii) 对 每 个 可 料 时 TX plier coo) 为 Fr-- 可 测 . 

定理 4.14 设 (A) 完备 ， 则 一 切 可 料 时 是 可 预报 的 ， 

下 一 定理 是 Doob 停止 定理 的 可 料 形 式 ， 它 是 于 一 节 定 义 过 
程 的 可 料 投 影 的 基础 . 

定理 4.15 (FL) 满足 通常 条 件 ， (Xi,t E Ry) 为 一 右 连 左 
wEB (BR), 则 对 一 切 可 料 时 工 RIR U >T, Xr- 可 积 ， 且 有 


ElXv | Fr-] < Xr-(= Xp.) a.s.. 
WERA 令 (Ta) AWAR T 的 停 对 列 ， 由 定理 1.4 的 10) 有 
Fp = VF . 
故 由 系 2.3 及 第 一 章 定理 4.11 即 得 
E|Xv | 万- = lim [Xv | Fr,] S lim Xr, = Xr- a.s.. 
但 是 易 知 Xr < EX | Fo), 从 而 由 定理 21 Xr aR. E 


系 4.16 设 (三 ) 满足 通常 条 件 . 令 < 为 一 可 积 随机 变量 ，5,T 
为 两 个 可 料 时 ， 则 有 


ELE | Fs-] | Fr-] = EJE | Fesary-] a-s.. 
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证 明  (X,) 为 对 UIE | Fe) 的 右 连 左 极 收 正 ， 则 有 


EEE IFs- | -| = ElXs_ | Fr-] 
= Ellison Xisary— + eer Xs- | Fr-] 
= Ts>T]ELELXsvr | Fisvry—| | Fr-] + Iscr] Xs- 
= [sari EIXsvr | Fr-] + iiser] Xs- 
一 liserAr— + fiser|%s- = KSAT) 
a= El | Fisary=-] a.s.. ë 


系 4.17 设 (五 ) 满足 通常 条 忻 ， 则 一 切 可 料 右 连续 靳 的 几乎 
所 有 轨道 连续 . 

证 明 RX) 为 一 可 料 右 连续 靳 . 由 定理 4.15 知 ， 对 一 切 有 
界 可 料 时 ,Xn = Xr- as. RHR 4.4 MW, X X 无 区 别 
因此 ， X 与 一 连续 过 程 无 区 别 . 


$ 5. 可 测 过 程 的 投影 


在 本 节 及 下 一 节 , 我 们 总 假定 (QF, PF) 为 一 完备 概率 空间 ， 
流 F = (Fa) 满足 通常 条 件 . 

我 们 将 要 定义 一 娄 可 测 过 程 的 可 选 投影 及 可 料 投影 ， 这些 投 
影 与 概率 论 中 的 条 件数 学 期 望 性 质 类 羽 ， 事实 上， 我 们 正 是 通过 
条 件数 学 期 望 来 定义 过 程 的 投影 . A TARARE, 我 们 将 
采用 推广 了 的 条 件数 学 期 望 概念 . 

mM 5.1 4(0,7,P) 为 一 概率 空间 ，6 AFF o- 域 . 
一 随机 变量 上 称 为 关于 985- 可 积 , MRED, € ON, + 2, 使 得 
每 个 上 ia。 为 可 积 . | 

注 1) 为 要 随机 变量 £ 关于 9 为 o- 可 积 ， 必 须 且 只 需 存 在 一 
G- 可 测 有 限 随 机 变量 了 > 0, 使 得 in 可 积 . 

2) 设 上 为 一 随机 计量 .如果 存 在 (Gn) CG, HB OU, Ga =O, 
AT fle, KF OG Ac WA, Wt KT OA o- ARR. 
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定理 5.2 KEE WAKE G Ao 可 积 的 有 随机 变量 ， 邻 
C={AEG: EE | Ia] < +00}, 


则 存在 as. 只 一 的 8- 可 测 实 值 随机 变量 n HA - AEC A - 
Eila = Elnial. (5.1) 


HIIR WAS AF GO 的 条件 期 望 , 记 为 Elgg- 

WEAR 无 妨 设 上 EA. E Oa EG, Qn to, 使 得 So, HAR. 
令 n = Elio, |G), INA myil, =m B39n teas, 其 中 了 为 
一 G- 可 测 实 值 随机 变量 . $ Aec, WA 


Mlél,) = lim Ell alo, ] = lim Ely. La] = Ena), 


此 即 (5.1). 由 (5.1), nfo, 为 Elo, AF gG HREM, Mas. RÈ 
一 和 确定 ， I 
FAE, CRR Se PBR SU RS E A 
; PINE ERE, SAU NY EA a E. 
定理 5.3 WCRKRF OA o- 可 积 的 随机 变量 ，7 为 一 9- 本 
测 实 值 随机 变量 ， 则 én RTO A c- 可 积 ， 且 有 


Elén| G] = nE |G] a-s.. (5.2) 
定理 5.4 HUG ARH F HF o- w, HOCH. 设 上 是 一 


RT 8{ 从 而 也 关于 H) A o- SARA BAAAR RR, M EKKA RFS 
为 r- WR, HA 
Big |G, = ELELE | H] | G] as. . 
FEE -ŽIAR AEE YA TE. 
定理 5.5 R(X) A Me, RA RT T, Xr dir eos] 
RF Fp 为 0- TAA, SUPPER Aa eA, A ON, A 
切 停 时 了 工 , 有 
E[ XTT co] | Fr| = “Ar dir eo] 4.5, (5.3) 
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”这 上 时， 我 们 说 X 的 可 选 投 影 存 在 ， 并 称 OK AX BY BEE. 

证 阴 唯一 性 由 系 4.4 得 到 , 往 证 存在 性 . 首先 , RX = tf, ef, 
其 中 为 一 有 界 (或 可 积 ) 随机 变量 ，0<r<s< +o. + 
°X =Y lpp APY = (Y) AR ECA] 的 右 连 左 极 修正 . 显然 ， 
oX 可 选 . 由 第 一 童 定理 4.11 易 见 OX WEA (5.3), BP ox AX AY 
可 选 投 影 ， 于 是 由 单调 类 定理 容易 推出 ， 一 切 有 界 可 测 过 程 的 可 
选 投影 存在 . BK. EX 为 一 满足 定理 条 件 的 非 负 可 测 过 程 . 令 
X= Xan. MXA 的 可 选 投影 存在 ， (X0) 单调 增 (在 一 不 
sesh). 令 


Y = lim sup on in) X = Vireo); 


Wl “x 可 选 ， 且 对 一 切 售 时 T, 有 


“Xe lip<co] = Jim XL) lireo) 
= lim EIX Irc) | Frl 
= E| Xr iTe] | Frj as.. 


BX AX RAR. Ro, EX 为 一 满足 定理 条 性 的 可 测 过 
程 ， 令 页 + 一 大 YL 有 -二 一 (大 六 从 BH, KX > UXT —- TX) 
AX Ra HRB. . 

+ PERM, BX 为 循序 可 测 过 程 ， 则 X 的 可 选 投影 在 
在 ， 且 对 一 切 有 穷 停 时 工 , XT = ET as FER, OX AA 的 可 选 
修正 . 

定理 5.6 设 关 = (和 如] 为 一 可 测 过 程 ， 司 得 对 一 切 可 料 时 T, 
下 了 JiT<ool RF Fr- Woo- 可 积 , 则 存在 唯一 的 可 料 过 程 ， 记 为 PX, 
使 得 对 一 切 可 料 时 工 , 有 


ElXTIT cco} | Fr] = PX THT eo] a.5.. (5.4) 
这 时 ， 我 们 说 X 的 可 料 投影 存在， 并 称 ?X AX THRE. 


证 阴 EX = flra 其 中 为 一 有 界 (或 可 积 ) 随机 变量 ， 
O<r<scto. $Y =(%) AR (EEA) 的 右 连 左 极 修 正 ， 并 
令 ?XX = YL, 这 里 约定 5- = Yo WK 可 料 ， 且 满足 (5. 攻 (定理 
4.15), 即 PX 是 天 的 可 料 投 影 . 其 余 证 明 与 定理 5.5 类 似 ， T 

R57 X A-HBARR, WX AX ATHY. 这 里 
约定 Ko- = Xo. 

下 一 定理 表明 , 投影 与 条 件 期 望 在 性 质 上 有 相似 之 处 {参见 下 
一 节 定 义 6.3 FRA). | 

定理 5.8 EX AWM, Y 为 一 可 选 (AA) 过 程 . E 
X Rye (可 料 ) 投影 存在 ， XY 的 可 选 (可 料 ) RETE, H 


(XY) =CX)Y (XY) = CX)Y). 


证 阴 由 条 件 期 望 的 性 质 (定理 5.3 及 5.4) EH. E 
§6. 有 限 变 差 过 程 的 对 偶 投 影 


首先 ， 我 们 定义 增 过 程 在 F x BUR.) 上 产生 的 测度 . 
定义 6.1 设 上 为 一 可 测 增 过 程 . EF xB EE-E 
ba A pa 如 下 : 


ua(H) = elj ne s)4A,()], He Fx BUR). 


则 pa 为 一 测度 ， 称 为 由 A Pee RS. 


Tn{w) =inf{t > 0: Aw) > n}. 


M Ta 为 随机 变量 ， [0,T[é F x BR), U,[0,7T,]= © « Ry, B 
wa(lO, TIO < n, TE ua WF xX BURL) ER o- 有 限 测度 易 见 ， 
pa 在 不 足 道 集 上 无 负荷 ， 且 对 一 切 +>>0,F eF, A 


pal * 10, 上 = JE Ip Ay. 
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定理 6.2 AMF x BURL) 上 一 测度 4 是 由 某 一 增 过 程 产生 ， 
必须 且 只 舌 对 每 个 t 之 0, MP EN (0, F) ERK G: 


GAP) = uF xO, FEF, 


AKT P 绝对 连续 的 o 有 限 测 度 . RN, Pee RR 
一 确定 的 ， 
IER 必要 性 显然 ， 往 证 元 分 性 . 记 A; 为 Radon-Nikodym 时 
e 
A, = inff A:r > t,r EQ h t20. 
其 中 Q. AES EA Eik. MWH t > 0, F Ay = 4， A 
A = A a.s.. HWE w EHB A PER. 叭 一 性 显然 . E 
EX 6.3 设 上 为 下 x BUR.) ENR, BER PEEL 
无 负荷 . Re A 可 选 的 (可 料 的 ), 若 对 一 切 非 负 有 界 可 测 过 程 X, 
有 . 
H(X) = p(X) (ul ) = wPX)), 
其 中 p(X) = Sox, Xap. 
注 RX ARROW. 由 定理 5.4 Be, WHR 
(可 料 } 概率 测度 u, 有 OX = [XOX = aX |P]. | 
下 面 我 们 定义 测度 的 投影 ， 这 是 研究 增 过 程 的 对 侦 投 影 的 基 
Ri. 
定义 6.4 Hy AF x BURY) Ei oa- 有 限 测 度 ， 且 在 不 足 
HSK EA HA et 对 和 任 一 非 贷 有 界 可 测 过 程 xX, + 


H(X) = eX), W(X) = pX). 


Ru? 及 az BAF x BUR) 上 的 可 选 及 可 料 测度 ， 且 在 不 足 道 集 
LEi {但 不 一 定 re- 有 限 ). 我 们 分 别称 po? BoP A pO aË 
投影 及 可 料 投影 . 

BR, wp 5 pe 限于 可 选 g- 域 口 一 致 ， 上 与 jr? 限于 可 料 co 
bk P — Be. 此 外 ， 为 了 为 下 x BUR.) 上 的 可 选 (可 料 ) 测度 ， 
Wa EL AT u= pfu = pP). 
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EM 6.5 w AAT. BAY TRB, 如 果 AW = 
limao Ån 为 一 可 积 随 机 变量 . 称 4 为 局 部 可 积 增 过 程 , 如 果 Ap 
关于 Fo A o- HWE, BEAR Tn + was, 使 得 Ar, — Ao 为 可 
BR. 称 4 为 Hwa Pie, 如 果 存 在 停 时 T, t oo a.s., 使 得 
每 个 Ar, -Ta ABT. 

显然 ， 局 部 可 积 增 过 程 为 准 局 部 可 积 的 ， 事 实 上 ， 只 需 考 虑 
A; = Aot > 0 这 一 情形 ， 其 中 Ap KF To 为 入 可 积 . SE, © Fo 
使 得 £, 79, HT Aole, ADR. HT, = (+00) te, 则 Th t 
Ar, -im so] = Aole, W A 为 准 局 部 可 积 . 

设 4 为 一 有 限 变 差 过 程 , $ V = fo, qg lAl. BV = (Vs) 为 可 
积 增 过 程 , RA A 可 积 变 差 过 程 , AV A CE) 局 部 可 积 增 过 程 ， 
BAA ( 淮 ) 局 部 可 积 变 差 过 程 . 显然 ， 为 要 一 有 限 变 老 过 程 4 为 
可 积 变 差 过 程 ， 上 必须 且 只 需 4 ARS Ae ese. 对 AE) 局 
Be AY BA aS 22 ot th RY SE. 

定理 6.6 BAA-BNARSEDE, M A AER 
SETH. 设 4 为 一 可 料 有 限 变 营 过 程 ， 则 存在 停 时 Sn Tas, 
使 得 6" |44,| < n. 特别 ， 4 为 一 局 部 可 积 变 差 过 程 . 

«TER 只 需 对 4 为 增 过 程 情 形 证 明 ， 设 4 为 适应 增 过 程 。 令 


Tn =inf{t>0: A >n}, n>, 


DT APN, Tt too, A Arig.» < m, WA DERRY 
mR. MPA 为 可 料 增 过 程 ， 则 Ta AAR. FEM Ao = 0, 这 
时 Ta > 0. 对 每 个 n, + {Snr)k>1， 为 预报 Ta 的 停 时 列 ， 并 令 
Sn 一 Ya Sin, M Sn < Tn, Sn too, A As, <a. H 

定理 6.7 设 4 为 一 增 过 程 ， aa 为 由 4 产生 的 Fx BURL) 
ELEWE, WA pa 是 可 选 的 { 可 料 的 ), 必须 上 且 只 需 A RAN 
的 (Ay RL BY). 

定理 6.8 Khe NE A Fx BUR.) 上 产生 的 测度 ， 
wo 发 HP HA u OTE Ry RE. 
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1) 为 要 je 由 一 (适应 ) 增 过 程 产 生 ， 必 须 且 只 需 4 为 准 局 部 
可 积 . 
2) 为 要 je 由 一 (可 料 ) 增 过 程 产生 ， 必 须 且 只 需 4 为 局 部 可 
积 . 
上 面 两 个 定理 的 证 明 见 [HWY], 定理 6.8 导致 如 下 的 定义 ， 
定义 6.9 1) 设 4 为 一 准 局 部 可 积 增 过 程 ,我 们 用 4e 表示 产 
生 测度 v3 的 适应 增 过 程 ， 并 称 4e 为 A 的 可 选 对 仿 投 影 . 
2) 设 4 为 一 局 部 可 积 增 过 程 ， 我 们 用 4z 表示 产生 测度 上 
的 可 料 增 过 程 ， 并 称 A? 为 4 的 可 料 对 偶 投 影 ， 
以 上 定义 可 自然 推广 到 GE 局 部 可 积 变 差 过 程 情形 . 
定理 6.10 1) 设 4 为 一 准 局 部 可 积 变 差 过 程 ， 则 对 任 一 可 选 
HEH, A | 


E H, || dA || Z E H, || dA, . 6.1 
[ak 至 [人 1 已 14 ， (69 

2) 设 4 为 一 局 部 可 积 变 差 过 程 ， 则 对 任 一 可 料 过 程 A, 有 
F H, || dA || €< E H, |i dA, . 6.2 
D | daz |] < f dst]. (6:2) 


证 朋 只 证 1),2) 的 证 明 燃 和 做. 令 At 及 A 分 别 表示 A 的 
E, ABBE, 则 4= At- A, At 及 4 为 准 局 部 可 积 增 
We. $ JAE 4 分别 表示 4 及 A HREM, MAF 
A® = (AT)? — (AT), RATA A.I < CAT)? + (47), 从 而 


Har S KaAtye + Eca- = (aay - 


由 此 推 得 1). E 

定理 6.11 1) 设 和 4 为 一 淮 局 部 可 积 变 差 过 程 ， 五 为 一 可 选 
过 程 ， 使 得 AA 为 一 准 局 部 可 积 变 差 过 程 ， 则 AA 为 一 让 应 下 
限 变 差 过 程 ， 且 有 (HAY = HA’. 
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2) 设 4 为 一 局 部 可 积 变 差 过 程 ，H 为 一 可 料 过 程 , A 
为 一 局 部 可 积 变 差 过 程 ， 则 Wa? 为 一 可 料 有 限 变 差 过 程 ， 且 有 
(HA)? = HAP. 

证 明 我 们 只 证 1). 不 妨 设 4 为 增 过 程 ， 且 五 非 负 ， 令 停 时 
Ty, * +00, 使 得 (H.A)r, -im >09 为 可 积 ， 则 由 (6.1) 知 ， WF 
A 可 积 ， 由 定理 3.5, HA 为 适应 的 .对 一 切 非 全 有 界 可 测 过 程 
X, 我 们 有 


Hor aye X) = ey al X) = pe aCX) = w((HX)) 
= #4( AX) = ua (HX) = hH. X), 
ZRH (H.A = H.A”. I 

系 6.12 1) A 为 一 ( 淮 ) 局 部 可 积 蛮 考 过 程 ， 则 对 人 尾 一 停 时 
T, RANA (ATP = (APY KATY = (AP). 

2) 设 4 为 一 局 部 林 物 变 差 过程， 出 对 桂 一 可 料 时 了 , 我 们 有 
(AP~)P = (AP), 这 里 AT = Alig ry + Ar—Ipr cof 

WEAR 在 定理 6.11 中 分 别 令 五 = ip MR = hori BES 1) 
和 2). 5 

下 一 定理 的 证 明 与 定理 6.11 的 证 明 类 羽 ， 

定理 6.13 1) 设 A 为 一 适 吕 有限 变 卷 过程， H 为 一 存在 可 
选 投影 的 可 测 过 程 ， 使 得 HA 为 准 局 部 可 积 变 差 过 程 ， 则 oH 关 
于 AWM, H (A.A)? = (H)A. 

2) 设 4 为 一 可 料 有 限 变 善 过 程 ， 豆 为 一 有 可 料 投影 的 可 测 
HE, W HA Aa So See, WPA RF ATR, H 
(HA)? = (PHYA, 

下 一 定理 给 出 了 对 偶 投 影 过 程 的 踏 的 一 个 表达 式 ， 

定理 6.14 1) 谱 4 为 一 淮 局 部 可 积 变 差 过 程 ， 则 AA 的 可 选 
RETE, HS AA) = AA’. 

QZRAA—-MRYRREDE, i AA EHETE, H 
F (AA) = AAP. 

证 明 Aik 2). AMR 4 为 局 部 可 积 增 过 程 。 显然 4 的 可 料 
投影 存在 . 由 于 A- < A, & A- 亦 然 ， 从 而 AA 的 可 料 投影 存 
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—— m. c= -c _ — — c- - 


Œ. 于 是 ， 对 一 切 可 料 时 T, 和 47Tr<oel 关于 Fr_o- RR, HE 
对 一 切 Fe Fr- 有 (注意 Tr 为 可 料 时 ) 


BlAATIIr<e] Ip] = par ([Tr}) = pa [Eri 
= E[AArlreoolFl. 


这 表明 
E[AAT iTe] | Fr-] = AAPL Pec} ， 
从 而 AAA) = AAP, R 
下 一 引 理 虽然 简单 ， 但 有 了 时 很 有 用 . 
引 理 6.15 i X = (X) A-BRINTE, Xo 为 一 可 积 


O 随 积 变量 ， Xe e Fa. 车 对 每 个 停 时 T, Xr 可 积 ， 且 EXr] 不 


证 明 对 任 一 停 时 了 及 Ae Fr, 有 


j XrdP = EjXr} — f XdP 
A AC 
= EX.) — f XoodP = f XodiP. (6.3) 
AS A 


在 (6.3) PR Tate Ry, 由 于 XCF, HG 


EX l| Fil = X: as.. 


Rik, X ARS. E 


下 一 定理 簿 出 了 可 料 对 但 投影 的 一 个 刻画 . 

定理 6.16 时 4 为 一 适应 可 积 迹 差 过 程 ，B 为 一 可 料 侠 积 变 
差 过 程 ， 为 要 忆 是 4 的 可 料 对 仿 投 影 ， 必 须 且 只 霜 4 一 避 为 一 
Hi {A Aa ARR. 

证 明 必要 福 . 设 工 为 一 停 时 ， 则 由 于 mL 为 可 料 集 ， 我 
们 有 


机 Us Ar] = palT, oo0) = war (IT, oof) = EIA% - AB, 


.9. 


于 是 对 一 切 停 时 工 , 因 [Ar 一 AP] = BIA, -- AP}. 故 由 引 理 6.15 知 
A— AP 为 零 初 值 一 致 可 积 拷 . 
充分 性 ， 设 4 一 上 B 为 零 初 信 一 致 可 积 靳 ， 则 对 一 若 停 时 也， 


#a—B(]T,ocf) = El(Aw — Bos){Ar — Br}] = 0. 


因此 有 jat{[T, cof) = par ([T, oof). 另 一 方面 , 由 于 Bo = Ao = Al, 
故 对 一 切 F E Fo,np(F x {0}) = jar{F x {0}. > 


GG=1C € P: KB = par(C}}, 
C= {Fx{0}:Fe Fo} UNIT, oof: TAR}, 


We 为 生成 全 的 -类 ，98 为 和- 2, RHA OG = P. 
从 而 HE 5 HAF EP boH. 但 HB 与 HAr 都 是 可 料 符号 测度 ， 
Mm B= AP. E 


- 30- 


第 三 章 MKRit 


MABE, Ri (0,F,P) 为 一 完备 概率 空间 ， F = (F) 
为 一 满足 通常 条 件 的 o- 域 流 ， 今后， 我 们 使 用 下 列 记号 ， 
A(At+)—— 适应 可 积 变 差 (W) 过 程 全 体 ， 
Y(y+) 一 一 适应 有 限 变 差 GOH) 过 程 全 体 ， 
M— 一 致 可 积 右 连 左 极 蒜 全 体 . 
对 任 一 过 程 类 D, 以 Do 记 人 D PASSE. 对 任 一 
适应 局 部 可 积 变 差 过 程 A 它 的 可 料 对 偶 投 影 ， 记 为 A 





§ 1.26 (D) E% Ry Doob-Meyer 分 解 


定义 11 ST ASH St. 一 可 测 过 程 X 称 为 R (D) 过 程 ， 
WR {XTTrco :了 ET 了 为 一 致 可 积 随机 变量 族 . 

由 Doob 停止 定理 不 难看 出 ， 一 切 一 致 可 积 右 连 左 极 鞭 或 非 
TG PAG eA PRE (D) WR. 

— FFA LR (2) HA wA, 如 果 limo EliZe] = 0. 

定理 1.2 H A= (A) H-SMHAT ARE, Z = (Z) 
为 (Aco — Ar) 的 可 选 投影 ， 则 2 为 类 (D) rH, AH Z 唯一 确 
me. ZRA HA PORES. 

证 明 OA (E[A|Fi])) 的 右 连 左 极 修正 是 过 程 总 = An 的 可 
ERE, HZ AHEAR, BZ, = Elw F- Aas. Wat A 


E|Z, | Fa] = ElAw | Fo] — El | Fal 
< E[Ax | Fe] — As = Zs as., 


Al 2 ASER ER. A-AM, 
lim E[Z] = lim ElA~ - Ai] =0, 


ee Le er Le | ea “1 


故 Z 为 一 位 势 . 最 后 ， Zt < ElAn|Filas., i Z% (D) 类 过 程 . 
设 ua 为 由 4 产生 的 测度 ， 则 14 为 有 限 测度 ， kat[oj) = 0, 且 对 
任何 停 时 5, 有 


pads,co[= E[Aq — As] = E[Zs]. (1.1) 


W ua 限于 可 料 o- 域 上 由 Zime. HATH, A A 也 
由 2Z 唯一 确定 . i 
自然 会 提出 这 样 一 个 问题 : 是 否 任 一 类 (D) 位 势 都 由 一 可 料 
可 积 增 过 程 产 生 ? 下 面 我 们 将 证 明 回 答 是 肯定 的 ,其 中 (1.1) 是 解 
决 这 一 问题 的 关键 . 
ScAQ~x« FR, ka 


{[0F] : Fe Fo} us, 7]: 5 < Tawa 


生成 的 域 ， 则 5 生成 可 料 o- OP, OC 中 的 每 个 元 素 A 可 唯一 
地 表示 为 如 下 形式 ; 


H = [OrJUJS1,T,]U --- US, Ta] ， (1.2) 


其 中 m > 1, F € Fo, Si, Ti, Ay FF AT , 在 [Ss < oc] E Si = Ty, 在 
Nn” <œ] E, T< Sui 我们 称 吾 的 这 种 表示 为 Ala, 并 令 


H = [Of] ugs.,m]U---c Sn Ta]. 


引 理 1.3 设 (21) 为 一 类 {D) eH, Z.-0. RH EC, FH 
SR Mil Fe AB (1.2), 令 


HH) = ElZs, — Zn] + -+ ElZs, — ËT,» (1.3) 


Me AC EAS Be. 

ERA 首先 ， 我 们 证 明 如 下 事实 : MHEG e > OR AEC, Ë 
在 K €C, 使 得 关切 百 ,天门 [0 = 6, A uA) < 下) 二 E 为 此 ， 
不 六 假定 HARI ]5, Tl] 的 随机 区 间 ， S< T, 且 在 [8 < ceo] 


. 41: 


-OO 一 一 


E, S<T. @4,=[8+1<7,45,8S5+135 4, Li 
限 ， Tha Te A, Lae. WRITE Sn > SS = lim, Sn, H 
在 [S<] E, Sa >s. RIM, Th > T,T = lima Ta, Æ [Sn < 00] 
E, T=T,. 于 是 ， 对 每 个 n [Sn Ta] CT] AT Z 为 右 连续 
类 (D) 过 程 , 取 ? 充分 天 ， 可 使 EE[25, — Zr, > E|Zs - Zr} ~ e. 
令 K =] Sn, Tal, il K 满足 要 求 . 

u 的 有 殷 性 及 可 加 性 是 显然 的 ， 为 证 中 的 可 到 可 加 上 性， 只 需 
证 : HeC A, 40s eA, le HEE e> ORK EC, WË 
得 Ka [Oj] = OK, CA, K p(H,) < wlK,) t e”. 令 Ly = 
KNO O 0K, 则 对 一切 a, La Eee 大 CH, H 


(Hn) < pLa) + € (1.4) 
Dy(w) = inf{t: (w,t) € Ly}, 


则 [Da] C En Da 1+ 十 oo0, 且 由 第 二 章 定 理 4.9 知 ，D， Aa. 由 
F La CLD, cof, 有 


u(Ln) < Dn, cof) = BlZp, ~ Za] = ElZp,]. 


Tt 


注意 到 EZ] 一 ?> 008 Z A% (D) W), 我们 有 lim, wh.) = 9. 
H (1.4) 48 lim, pHa) < e S e J0 4 lmn y(n) = 0. E 

T 1.4 设 2 为 一 类 (D) 位 势 ， 则 存在 唯一 的 可 料 可 积 增 
过 程 A, 使 得 Z 由 和 4 产生 ， 

证 阴 唯一 性 已 包含 在 定理 1.2 之 中 ， 只 需 证 存在 性 ， 将 按 
(1.3) 定义 的 C 上 的 有 限 测度 唯一 地 扩张 到 可 料 o- AP E, 
Hae 表示 之 R, ETEA EEM. 对 Hex BUR), 
a 

fi() = p(n) : (1.5) 
MAA Fx BURL) CHEERS EMKE, BEA Be EEA M. 
由 第 二 章 定 理 6.2 及 6.7, 存在 唯一 的 可 料 可 积 增 过 程 4, 使 得 R 
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由 4 产生 由 于 [Ao] = A(L0] = x(I0D) = 0, He Ao = Oas.. 此 
外 ， 由 (1.3), 对 任何 停 时 5, 有 


EA — As] = (JS, f) = BIZ}. 


这 表明 Z 是 (AW -— A) 的 可 选 投影 ， 即 由 4 PAE ee. K 

必 为 这 一 定理 的 一 个 重要 推论 ， 我 们 得 到 下 述 类 (D) EH 
Doob-Meyer 分 解 定 理 . 

E 1.5 设 互 为 一 而 连续 类 (D) ER, A X 可 唯一 地 分 解 
为 

X=M-A, (1.6) 

其 中 M A- RARD, AAR AST AR. (6) 称 为 
X 的 Doob-Meyer 分 解 . 

证 明 存在 性 ， 令 

Zt = Ay -一 EX i Fil, 


N Z = (Z0) 为 类 (D ie. 由 定理 14, 存在 可 料 可 积 增 过 程 A， 
使 得 
Z; = EA | Fi] — A . 

& Mi = E\|X..4 Ao | Al WX = M-A AX BY Doob-Meyer 
分 解 . 

唯一 性 设 蕊 = 本 -4 为 碟 的 另 一 Doob-Meyer 4} fF, Mi 
A-A=M-—-M H#-AVTRR, LESMAD HASSE 
程 ， 故 由 第 二 章 定 理 6.16 知 A-A=6,MmA=HA,M=M. 1 


$ 2 可 积 变 差 款 


SEM, 2.1 X = (8 RA BAR MRE RAR, MEn 
ER, IRTEE- ATM, UW 记 可 积 变 差 著 全体 ， 
WW= MDA 由 第 二 章 定理 6.16 知 , WH AG A, A-A EW), 


- d3.: 





rer r u em mm a 


定理 2.2 设 好 为 一 可 料 可 积 变 老 菜 ， 则 ad = Mo. 

证 明 由 第 二 章 定 理 6.16 知 ，M = M, M =M. 
PO eH EA KA ASR ERER aR. 

定理 2.3 EM A—-WRRER, WEAF N, A 


IB [Moo Noo] = E oN + Ey, aman, | (2.1) 


a> 


-此 外 ， (Le) = (MLN, — 0, <, AMAN.) HRT. 
征明 SH PN 是 Nw 的 可 选 投 影 ， 政 


E(M,..No] = E | f van =E | NM, . 
[hel [0o] 
Fm, M, = Mo, 所 以 


e| Nam. -E | | Noa = EIMo No). 
[0,20 [ee - - 


因此 


wT AI, NT 应 用 (2.1) 得 


IE|MrNr] = E[M,.Nr] = E|[MoNo] + E | S aman, . 


Oc ant 


A Eler) = Jel Lo). 由 第 二 章 引 理 6.15 A LEM. i 


下 一 年 理 说 明 可 料 过 程 在 随机 积分 中 的 特殊 地 位 . 
定理 2.4 RM A—TWPRRER, H ATENI, Ef? 


ejf |H, || dM, | < 00, 
| jn 


WAM An pee Rm. 
证 明 外 第 二 章 定 理 6.1i 有 ， 


(HM) = H.M = HoMo. 


EE, H.M -HM = H.M — HaMo © Wo, H.M EW. I 
§ 3. FA ay at 


定名 3.1 EM HB, RM A OPA TARR, £ sup, EMP) < 
oo. 以 M? UF Fy aT RR eR. 

下 一 定理 的 证 明 是 容易 的 ， 帮 从 略 . 

定理 3.2 Dw M eM, Wl M eM? “4AM BMA} < co. 
这 时 我 们 有 

IE[M2] = sup EJM]. 

2) M? 按 内 积 {M, N) = B[MNo| 构成 一 Hilbert 空间 ， 且 
与 了 (和 到) ie, MoM, 为 其 同 构 上 映射 . 

定理 3.3 1) 设 (MM?”)n>1 在 At PORT M, 则 存在 一 子 列 
(Mho 使 得 Mm ULAR AA SUE Re FRR M 的 
轨道 ， 

2) 以 M** ESE AT ARS, WAC 为 M2 的 闭 子 空 
EIB 

证 明 1) 取 子 列 CM a 使 得 To (M — My")? < 00, 
Rii Decb 不 等 式 即 知 ， ED sup, ME 一 Mel] <œ. Be 1) 
得 证 ， 2) 是 1) 的 直接 推论 . E 
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re ee ee eS i a 


Tam, P a PE 


EX 3.4 S Met i Me FEM? 中 的 直 交 补 . AA 中 的 
元 素 称 为 BEBE Fy By ER. 
Mc M?4, BRA Ma =O,as.. HM EM? Wil M Ain 
下 唯一 分 解 | 
M=M; +M +M’, 


其 中 Me e MÈ, Mi © Atz Me 称 为 M 的 EER S, Me 称 
AM 的 纯 断 挝 部 分 . 
设 M es M2,T 为 一 停 时 ， 易 见 


(MTY = (MO), (MT)*= (M°). 
引 理 3.5 设 4 e .4+, 则 
玛 [42.] < 4E[A2,]. (3.1) 


证 明 令 N 一 (Ni) HR (EJA lF) 的 右 连 左 极 修正 ，N2 = 
sup, Wal. 由 Doob 不 等 式 ， 


E(N} Y] < ENI] = 4E[Ad.]. (3.2) 
HFA-AEM, RF 
A, — Ay = ElAce — Aso | Fs] = Ns — BIA | Fo]. 


由 第 二 章 定理 6.7 得 


| ah, -Æ| f Bld. | Fa, 
[O,c0/ iQ oef 


=E | f (CAs — A, + Nyda, 
[0,0] 
< TE Acc Aco + N} Aw]. 





eles EE Rr = eR H rl 


但 是 


Bil] =) | Andi, | = E| f N.da. 
[Doe| :eecl 


< EINS Aco); 


ua EJAZ] < 2ÆE|N} Ac]. 从 而 由 Schwarz 不 等 式 及 (3.2) 推 得 
(3.1). 5 


引 理 3.6 设 M eM”, 则 对 任 一 停 时 工 , 有 
El((AM7)] < 16E{MS,}. 
证 明 令 M™, = sup, Mhl]. 由 Doob 不 等 式 有 
EMi] < EMi] < ee 
由 于 |AMr| < 2M4, & B[(AMr)*] < 16 更 Mu] 和 
现在 我 们 研究 纯 断 平方 可 积 蔷 的 结构 . 设 工 为 一 停 时 且 工 > 0. 


Ay . 
MITT —{Me Ade - [AM #0] Cc [7] }. 


定理 3.7 设 工 >0 为 一 绝 不 可 及 时 或 可 料 时 . 
1) Me M iT) e M =A- À, BH A= glr op € E L (Fr). 
2) 设 ME MAT), WAHE N EM? 有 
EMN] = EJAMråNr]. (3.3) 

证 明 1) 充分 性 ， BEC L*(Fr), A= Erop OM = A-A. 
由 引 理 3.6,3M € M2. 著 了 为 绝 不 可 及 时 , 则 4 连续 , 若 卫 为 可 料 
时 ， 则 A= BF rir oy 在 两 种 情形 下 者 有 [AM #0) c [7]. 
往 证 Me M24. 令 N eMag 


Ta = inf{t > 0 :| Ny |> nm}. 
WT, 为 停 时 ， T tto, 每 个 win WA AER. 由 定理 2.3 得 
EM NT ] = E[Ms NI] = 0. 


了- 


ee — 


但 易 知 Nr, L KAF No, 从 而 EM. Nol = 这 表明 M € 
M24, 因此 M € MIT}. 

必要 性 . HEM < MIT]. & A = AMel precy. 如 上 所 证 ， 
4 一 4E MT], tt M- (A-A) EMIT]. 另 一 方面 ， 若 了 为 绝 不 
可 及 时 ， ASM, A(A- Ar = 入 AT = AMr. HT ADH, 
则 易 知 A = 再 [AMzrl 产 -Hirer=0 Al- A)r = AMr. 这 表明 
af-(4-4dEAf2c. & M-—-{A-—A)=0, I M=A A 

2) RN AARP UE Nool ni j<njlFe]) 的 右 连 左 极 收 正 . 
由 定理 2.3 有 


EJM NON = EJAMrA NE. (3.4) 


由 于 % 一 oo 时 ， NY = Noluw.j<n L BAF Noo, 由 引 理 3.6 
知 ， AND L? WACK AN. Æ (3.4) 中 令 m 一 oo 得 (33) a 
定理 3.8 i4 M c M?, MI 


EM] + ED (AM,)] < E[M2]. (3.5) 


(3.5) PFR, SERS M- Mo € M», 
证 明 设 (Tajo AGE M WEEER FS OLS Bee 
4.8). 令 


k 
An = A Mr, lyr oof: af” = A” 一 A”, He = 5 M”. 
n=l 


MEZRA SP M” KAT M 中 一 元 素 H, 且 HE M2? 此 

外 ， 由 定理 3.3.3) A, H 与 M 有 相同 的 跳 . 因此 ， 好 一 五 为 

连续 平方 可 积 款 ， 且 Mt = H,M = M-M--H. 由 人 (3. 引得 

IE[(M%.)*] = E[(AMz,)"], RA ERR. i 
定理 3.9 1) i M,N € M?, Al 


E[MoNo] + EY JAMAN, < VE[MZ] V E[N2]. 


2) M e A? 则 对 -- 切 和 NEAM? 有 


ElMoo Ns] = EY AM,AN,] (3.6) 


此 让， (La) = (hfs Ny Bag Dact AM, AN) Al — Bay ARR. 
3) M2 n W c M24, 


证 明 1) 由 Schwarz 不 等 式 及 (3.5) HB. 

2) 由 定理 3.8 0, (3.6) N © M24 成 立 . Wit N eM’, Nt 
NASER BR BE a, 则 NN © MIMIN NY, El{Moot{lNo— 
NS) = 0, 故 有 

EM, Noo] = E[Mo NG] = ELY AM, AN,]. 
设 工 为 一 停 时 , SMT 及 NT 应 用 (3.6) 得 是 [Lr] = 0. 由 第 二 章 
引 理 6.15 知 (L:) A— SRG AAR. 
EME MZOW. 由 定理 2.3 知 ， 对 任 一 有 界 鞠 ON 有 


E|NocNoo| = E[S > AM,AN,). (3.7) 
AP ARR EM? 中 关于 范 数 |M = VEM] J, tt (3.7) 对 
-H N Ee M? 成立， 特别 取 交 =M, 有 
E[M2) = E[>_(AM,)”). 
注意 到 Mo =0, 由 定理 3.8 MM, Me Mi, t 
EX 3.10 设 Me M?. 由 Doob FER, M* = sup |Mi| € 
L. A, M? 为 类 (D) FRR. 由 Doob-Meyer 分 和解 写 理 ， 存 在 唯 


一 的 可 料 可 积 增 过 程 ， 记 作 (M), 使 得 ME 一 人 ad E Mo. (M) 称 为 
M 的 可 料 二 次 变 差 过 程 RRS WHE. 


+ 4g - 


ae: 
. ee rr me rir 


设 3 和 At 4 
1. 
(M,N) = S((M + N} — (M) ~ (NY). 


(ad my RA M 与 N 的 可 料 二 次 协 变 差 过 各 
€X 311 设 M,N e M’. $ 


[M,N]: = MoNo + {M°,N° AMAN,, t20, (3.8) 
acct 


其 中 Me Ne 分 别 为 M,N 的 连续 贰 部 分 ， [M,N] 为 适应 可 积 变 
差 过 程 {定理 3.9.1). [M, MI]( 简 记 为 [M] 是 适应 可 积 增 过 程 . [MM] 
称 为 M 的 二 次 变 差 过 程 或 方 括号 过 程 ,M,N] RAM 5 N 的 
二 次 协 变 差 过 程 . 

定理 3.12 设 M,N e M’. 

1) [M,N] 为 唯一 的 适应 可 积 变 差 过 程 ， 使 得 MN - [M,N € 
My K AJM, N] SAMAN. 

2) (M,N) 为 [M,N] AS BR RRE. 

WEAR 1) $ M = Mot M° +N? 由 定理 3.9 2) 知 MIN 一 
[MEN] © Mo, MON? € Mo. BOAR, HENX 3.10, 


MOEN — |M", N] = NoMé+ MN + MON? — (M°, N°) € Mo. 
因此 


MN [M,N =MoNo + MON + MAN 
一 (MoNo + [MON] + [ME N]) E Mo. 


此 处， 由 (3.8) 得 AIM, N] = AMAN. 唯一 性 由 定理 2.2 推 得 . 
2) 由 于 MN — (M,N) © Mo, it [M, N] — (M, N} € Mo. 从 而 
由 第 二 章 定理 6.16 知 (M,N) 为 [MN] 的 可 料 对 偶 投 影 . 
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8 4. Jah aR SA aR 


定义 41 设 对 为 一 右 连 左 极 适应 过 程 ， 如 果 存 在 一 列 停 时 
Ta, Tn t +00 使 得 每 个 MT — Mo 为 一 致 可 积 (TPES), 则 
称 af 为 Fa Sh RoR oy ABER). 我 们 称 (Tr) A M 的 局 部 化 
序列 . 

AG, RUSH Mice 及 Wo 表示 局 部 蒜 及 局 部 可 积 变 差 
hk. 

引 理 4.2 设 M 为 一 局 部 款 ，e > 0. > 


A= AM, ljam i>e 
am: 
出 AE Alice - 
证 明 显然 4 为 适应 有 限 变 差 过 程 ， 设 (Sa) 为 M 的 局 部 化 
FR. + 


Ta = inf {t > 0 :| M, — My |> n 或 3 | AA, |2 n} A Sa, 


35t 
则 Taht oo, B. 


| AAr, <| AMn, |£ n+ | Mr, — Mo |, 
SS i AAS So AA +} AA, | 
aT s<T,, 
< nt | AAr, |< 2n+] Mr, — Mo |. 


HF Th ~ Öns HA 到 || Mr, ~ Mol} < OC, 从 而 AE Ajo: i 
TERERAA EE. CRA. OH RAR 
HA AT St Ba Fe Be A ay A AE Ze 


定理 4.3 设 M A— RM, We ec > 0M 可 作 如 下 分 


H: 
M = Mi tU +F, (4.1) 


+ BL 


其 中 LU WRAY RT RA, HAU < eV 为 堆 初 值 局 部 可 积 
Ag 2 
证 明 无 茹 假定 Mo = 0. > 


A= >》 AM. dyam,i>4)> 


am 


则 南 引 理 4.2 a, AE Aiso V 二 太一 A = Moc, 0: U= MV = 
Miloca- 对 杜 一 可 料 时 T, 有 


EJAM Tir coo) | Fr-| =9, 
AAT TT co = ESATI Teo | Fr ..| 
= E[(AAr — AMr HT<] | Fr}. 


但 是 


€ 
| (AAg — AMT) Irc] |=| AMrijamr|ss Tew] |S 5° 


WE T < oo] 上 有 


| AAr |< S, | AUp |<j AMr — AAr | + | AAr |< € a.s.. 


IERA RIN T, Æ [T < eol LE Adr = 0as.,, 及 |AUr| = 
[AMr — AAr| < e/2as. 总 之 ， WHE EN T, 


| AUT Siro] |S € as, 


BN JAU] < e, W U AREA AR. a 
R44 MARRE, Mi t >o, 有 


NOAM.) < 00 AS.. 


smut 
R45 设 为 一 局 部 款 ， 则 它 的 上 确 界 过 程 M* Ap.. 


oe 


EE 4.6 EMERARA, MS ER, M E Won 
EJ 
Mice nY = Woe. 


HE RA 设 Me Mac AV, 并 按 (4.1) 分 解 为 
M = Mo +U +F, 


其 中 YE Weoo U AFAR RRA AM AF UY 且 局 部 有 
FW, WUE Aon AT U © Woco. 最 终 得 M E Wee: i 
R47 设 AEV. 为 要 AE Ao, HHE AAE IRAR 
恋 莽 这 程 B, P A- BARRA. 
EN 4.8 MAARA, BM 为 SEW amA, A Mo = 0, 
H M 可 作 如 下 分 解 ; 


M=U+V. 


其 中 UE M27 VE Woe. 我 们 以 Mi 记 绰 断 局 部 鞭 全 体 ， 并 以 
Mi, UER Jar BD BR EIE. 

引 理 4.9 GM 为 一 局 部 款 . EM RBBB, VEAL 
WARD, M M = 0. 

证 朋 HF Me Mi M M=U+V, Ep Ue Mi Ve 
Wico BAH, MEME, = Mal, KV e Mz... 由 定理 3.9.3) 
, Ve Ai 因此， 存在 好 -的 一 个 局 部 化 序列 (nh 使 得 每 
个 MT 既是 连续 平方 可 积 蒜 又 是 纯 断 平方 可 积 款 ， 从 而 对 等 个 
n, M =0. FË M =O. | i 

注 出 引 理 4.9 4, HAM 好 有 如 下 分 解 ， 


M = Mgt Mo + Met 


其 中 Me RAHEEM AR, Me 是 纯 断 局 部 款 ， 我 们 称 
Meladd) 为 M 的 连续 (SENT) 靳 部 分 . 


系 4.10 设 MLN 为 两 个 纯 断 局 部 蒜 ， 且 AM = AN, 则 
M=N. 
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CoO pr ce ere ed eT i 


EX 4.1L RMN AAT RM, MSN? 分 别 为 它们 的 连 
SEMA Sp, EL 


[M,N]: = MoNo + (M°, N°} +$ AMAN, . 


eat 


[M,N] 为 适应 有 限 变 差 过 程 . (LN oR MAN 的 二 次 协 变 差 
过 程 . BOL, 对 性 一 停 时 开 [MTN] = [M,N]. M,N E€ M2. 
则 [M,N] € Are 我 们 用 (M,N) W [M,N] 的 可 料 对 偶 投 影 . 
特别 ， [MM,M]( 简 记 为 M 为 适应 增 过 程 ， 称 为 M 的 二 次 
TEIE BA, 邓 =0 当 且 仅 当 fM] =0;MemMy,, SARS 
[M] E; M eMe 当 且 仅 当 [M1] 纯 断 . 
定理 4.12 $M A-BEB, M VM) 为 局 部 可 积 增 过 程 . 
证 明 不 妨 设 Mo =O. > 


M=U+Y¥, 
其 中 UE A oF E Woo 我 们 有 
VIM] < VO + [Vit 20 < VV + viy]. 


MHF ULE ME. BR Vee. (AVe) E Ape: W VIM] E Abe 
定理 4.13 设 M,N BAS ABBR, 则 [M,N] 为 唯一 的 适应 有 
限 变 差 过 程 ， 使 得 MN [M,N] € Mico 及 AIM, N| = AMAN. 
证 明 首先 证 明 MN - [M,N] DRRR. 为 此 只 需 对 M =N 
的 情形 证 明 这 一 带 实 ， 不 妨 设 Mo = 0. 令 训 =0+VY, 其 中 为 
零 初 值 局 部 有 界 贰 ，T E Waeco BNA 


M? — [M] = U? — [U])+V7+2(VV - [U,V]. 


显然 ，U? [U] € Meo UV ~ [U,V] € Mico 由 于 


V2 — [Vh = V2 - YAW) = 2 f V, -dV,, 
19,2] 


sat 


54: 


= ae pr er rp ee a ee, ie ae ee. = bo o a M 


从 而 Vv? 7 也 | = Mise.ds AE M* ~ EM E Moet 由 定义 ， 显然 有 有 
AJM, N] = AMAN. | | 

更 设 4 AMAR Rew, HR MN- AE Mion 及 
AA = AMAN, W A— [M,N] 连续 , A A iM, N] E Woco. 由 


引 理 4.9 4, A= [M,N]. | 
下 一 定理 将 在 征文 可 料 过 程 对 局 部 贰 的 哺 机 积分 时 起 重要 作 
用 . 


定理 4.14 EM YBBR Toya, fe 万 为 一 实 


值 隧 机 变量 ， 则 
N=é&M—M?*) 


APB, HRERL, 有 


IN, E] = €((M, L] — [M, £17). 


证 骨 首先 假设 M AARG, HE 有 界 ， 则 对 上 >0 


EN o | Ft] = EEM — Mr) | Fi 
= EAE (Moo 一 Mfr FyT | Fl 
= JEIE( Miyr — Mr} | F| 
= Eire (Mf: = Mar = Ni, 


aye N 为 一 致 可 积 扶 ， 
ONS, TR My = 0. © (Th A M 的 局 部 化 序列 
a. 
Sn = Th AT ea); th = 1, 
Wh Sy too, B {55) AN BRR h HTa 


N = [€(M — MT)” 
= figan (M - MT)" 
tlhesn (M7 — M™^T) € Mo. 


his, HIE- L, 令 
A= tM, £] — [M,L]*). 
我 们 有 | 
AA = AUM, L} — [M,L =€A(M— MAL = ANAL, 
另 一 方面 ， 由 定理 4.13.ML —[M,L] ABR, M EMNE, 


NL-A=&M—M?*)L —- &[M,L] -'M,1]") 
= €{(ML — |M, L]) ~ (ML ~ [M, L)" } ~ EMrlircenj(L — E") 


为 局 部 靳 ， 再 由 定理 4.13 知 A= |N, L]. I 
下 一 定理 给 出 了 局 部 鞠 的 跳 过 程 的 刻画 ， 它 将 在 定义 随机 积 
分 时 起 重要 作用 ， 
定理 4.15 设 殖 为 一 可 选 过 程 ， 使 得 (HAO 为 一 列 停 时 图 
的 并 ， 为 要 H 为 一 局 部 蒜 M 的 跳 过 程 AM, 必须 且 只 需 它 满足 
下 列 条 件 ; | 


i) PH = 0. 
ii) VE .HIE At... 


证 明 必要 性 显然 ， 往 证 充分 性 ， MORRO <. H? € At, 
S [H Ac UL]. 其 中 每 个 T 为 可 料 时 或 绝 不 可 及 时 ， 
Ty, > OJT] N [Ln] = nm. $ 


A" = Ay, fpr, ,ef ; Ag = A“ — AP, 


则 2? 中 的 正 交 级 数 Zn M" KAF M < M, HA H= 
AM( 参 看 定理 3.8 的 证 明 )、 其 次 ， 设 E, H? € Abe 则 由 局 部 
化 方法 可 知 ， 存 在 Mc Ai 使 得 H = AM. 


5G: 


对 一 般 情 形 ， 令 


4 一 >》 B}, K = Alig si, HSK — 


at: 


H’=H-H’, B=Y jK, 


则 A) = AH) =0. AF IAB) < wiAA4l 故 BeAri ,从 而 


S PK. <s YOKI = SAB, e At.. 


a: 


因此 有 dose. H ipa EA loc" 令 MT = 了 sc Hy, - 5, H 3 出 M' € 
Wroe,0s B AM = 一 瑟瑟 = H". A H, HF PH = 一 Ô, 我 们 
有 
H" = H — K -PK = Hg — MHIg|<Y): 

从 而 |H"| <2. 因此 SD, < (HY) e Apo WENE, FE M" < 
M? ff AM" = H". WE M = M+M" 即 为 所 求 局 部 款 .， 

EN 4.16 设 所 一 (Ki 为 一 BEC BORN SEE, BX OA AF 
mm 如 果 X 可 作 如 下 分 解 ， 


X=M+A, 4.2) 


其 中 M ARM, 4 为 适应 有 限 变 差 过 程 ， 半 持 全 体 记 作 S. 
AX WER, TAY, M XT AR. ESD, $ 


XT = XT ~ AXr pe cops 


则 XT- BAER. 
FERPA (4.3) 中 ，M 的 连续 (局 部 ) ABR SEM BE 
X 唯一 决定 ( 引 现 4.9), AE ERX 的 连续 靳 部 分 ， 记 作 X。 
容易 看 出 ， 对 任 一 停 时 T, 有 
(XT = (XY, (XT) = (XF. 
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一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一- 一 一 一 


设 XY ARDER V 


X, vj = AyYo + (XR 十 D AX AY,, t20, 


att 


[X,Y] PR X SY BY TR AR eX, X] 也 简 记 为 LX], EA 
BMG, WA X 的 二 次 变 差 过 程 

EX 4.17 1X AAR, WX A RRA RE, OX 可 和 作 
如 下 学 解 : 

Y=M+4A, 

其 中 M ARR, 4 为 适应 遍 部 可 积 变 差 过 程 ， 若 特殊 半 鞍 Y 
ASE: X= N+B, RP N AMER, BNRENMARRE 
过 程 , 则 Bop Ae AP PERSE. BEL, B-A=M-N 
为 局 部 蒜 ， 也 为 有 限 变 差 过 程 ， 由 定理 4.6, BB -- AG Woe ,从 而 
O E Aos 特殊 半 舱 全 体 记 作 Sp. 

定理 4.18 HA ARERR, WX 有 如 下 唯一 分 解 ， 


X=M+A, 


其 中 M HER, ANEMIA DAA REECE. SH, WR 
— $} Ey ERE BE X 的 典 则 分 解 . 

证 明 $ X= N+ B, KAN © Mic, BE Atco. SAS 
B.M = N +B, 即 得 所 需 之 分 解 式 ， 唯 一 性 显然 ， 

下 一 定理 给 出 特殊 半数 的 几 个 有 用 的 刻画 

EE 4.19 AXAR, TFAA 

1} X ARRE, 

2 VIX] 为 局 部 可 积 增 过 程 ， 

3) X* = (X}) 为 局 部 可 积 增 过 程 . 

证 明 1)>2). 设 X ARH, XY = M+A HAMM. 
我 们 有 


一 


=- AR 


由 于 VI] € .二 (定理 412) 及 VA = VEs AA? < LAA; € 
A, 故 有 VIX] € At. } 
23). HV] € Ab. 由 于 (AX) < yE AX? < y[X], 
Xt < (AX) + (X-X 局 部 有 界 ， 故 Xt € Ake 
3)>1). E XE AL BX=M+4, HP ME Mic, AE Vo. 
由 于 M” e At (4.5), W A* E Abo MT AS Aoo AX Edp | 
系 4.20 BRARER ARERR. Bal, BAKER 
BYR AE RARE RAE RE. 
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第 正章 随机 积分 


S E 可 料 过 程 对 局 部 蔷 的 随机 积分 


在 本 节 中 我 们 将 定义 可 料 过 程 对 局 部 持 的 随机 (不 定 ) 积分 ， 
积分 所 得 过 程 仍 为 书 部 损 ， 首 先 ， 对 初等 可 料 过 程 ， 可 用 自然 的 
方式 定义 随机 积分 ， 且 不 难 给 出 这 类 随机 积分 的 刻画 ， 然 后 ， 在 
此 基础 上 给 出 一 般 可 料 过 程 对 局 部 著 的 随机 积分 定义 . 

设 ST 为 两 个 停 时 ， 且 S <T, EA Fs- 可 测 实 值 随 机 变 
E. $ H=êhsr WE ATEI. MARRA, Ht 
M 的 随机 积分 记 作 HM, 自然 应 定义 为 

(H.Mh = €( Minar — Minas), t > 0. 


而 第 三 章 定 理 4.14 知 ， HM 为 局 部 蒜 ， 肝 对 任 一 局 部 款 入 ,有 
(A.M, N] = €([M, NI —[M,N]?) = [M,N], 


其 中 H.[M,N] 为 瑟 对 [M,N] 的 Stieltjes( 不 定 ) 积分 ， 此外， 由 
第 三 章 定理 413 A, WEEKK HM 是 唯一 的 局 部 蒜 L, 使 得 对 
任 一 局 部 鞭 N, 有 

[L, N] = H.[M, N]. (1.1) 
这 个 例子 启发 我 们 引进 下 述 随机 积分 的 定义 ， 

EM 1.1 MARR, H 为 一 可 料 过 程 . 如 果 和 存在 (ME 
一 的 ) 局 部 蒜 L, 使 得 (1.0 对 一 切 局 部 阮 N 成 立 ( 这 包含 了 匡 对 
LM, IN] 可 积 的 假设 ), 则 称 A 对 M 在 局 部 扫 积 分 意义 下 可 积 (或 
简称 可 积 ), BRL A AS M RA, FHM. XY Ad BT ER 
的 可 料 过 程 全 体 记 作 Dem (M). 

通常 ， 我 们 也 使 用 下 列 随机 积分 记号 : AP tao > 


"pt 
| HdM, 一 (HA), 一 Ha My ` 
0 . 
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FERAH T Lm M) 的 刻画 ， 

定理 1.2 4M 为 一 局 部 著 , H Aa, We Eml M) 
“MARS vH: [M] € .4 

证 表 必要 性 . 在 (1.1) PSA N= AM 得 


[H.M] = H.[M, H.M] =: H? |M]. 


由 于 HM € Mic, 由 第 三 章 定理 4.12, 有 VHTIM] = [EM] e 
At. 


充分 性 ， 上 已 要 证 明 在 在 Lie Mt. RL" e Me. 使 得 对 每 个 
NE Misc; 有 


[EN] = H[M*, N], (1.2) 
EL", N] = HUM, N], (1.3) 


因为 这 时 令 工 二 AM + D+ i", RA L= HM. WEZER 
理 4.15, 存在 鄙 一 的 L" e Me, 使 得 AL" = HAM. WIE (1.3) 
成 立 ， 往 证 L 的 存在 性 .不 妨 假 定 EH? [M"]}e] < so， 由 于 
YN € MIS, 我 们 有 


EM®, NJ — [M®, NJ]s is (Me — [M7 PUNG — [NI 


此 由 Schwarz 不 等 式 容易 证 明 如 下 的 Kunita-Watanabe 不 等 式 ( 见 
{HWY]): 


E Ji [Halld ME, NI < (Ef Hd MJA CELIN] a). 
9 0 . 
因此 ， Nol [f° W.d[M*,N],] 是 Hilbert 空间 At 上 的 有 界 
HEPES OH. H Riesz 表示 定理 ， 存 在 唯一 的 L e MiS, 使 得 对 一 
BNE Ms", A 
EJIL, Nl = ElL No] = E fo dM", N] . (1.4) 
D 


i+ 


设 了 为 一 停 时 ， 在 (1.4) 中 以 NT RN 得 
T 
WIL, Nip = E | f HAMS N). l 
“0 


由 第 二 章 引 理 6.15 知 ，A= [LN 一 HIM°,NJjeM. 但 2A 是 零 
初 值得 应 连续 有 限 变 差 过 程 ， 故 由 第 三 章 定 理 2.2 知 4 = 0, 即 


[L N] = 五 [de N]. 


下 一 定理 概括 了 随机 积分 的 基本 性 质 . 

定理 4.3 设 M WBBM, HK € Ln(M). 

1) Eml M) = Lyn (MS) 9 Dm MY (HMYo = HoMo, (HM) = 
H.M°,(H.M)? = H.M? 

2) A(H.M) = HAM. 

3)H+K €1L,,(M), H (H+ K).M = H.M+ EM. 

4) H 为 一 可 料 过 程 , 则 H' © L(A), 4 E (AA) < 
Emi M) 这 时 有 

H'(H.M) = (H'HY.M. 
5} eT 为 一 停 时 ， 则 
(HM = HLM? = (Hlor M. 

证 明 1) 及 2) 已 在 定理 12 中 证 过 ， 3 一 5) BHR. t 

下 一 定理 表明 ， 营 被 积 过 程 为 局 部 可 积 讲 差 靳 ， 这 里 定义 的 
随机 ,积分 与 按 轨 道 的 Stielties 积分 一 臻 . 


定理 1.4 设 M 为 一 局 部 可 积 变 差 妆 ， 五 为 一 可 料 过 程 . 
D # SHAM ec AL, WW H eLm M, ROLE AH w, 


loc? 


(HMw) = | H,(w)dM,(w), Vt > 0, (1.5) 
0,4] 


ix Hh id dE Stieltjes 积分 ， 为 明确 起 见 ， 有 了 时 将 它 记 作 WM. 
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ks ” 


2) € EAA e Vv? BA Gimn JO) ERS. 

IEA HF EJAM] © Al. HAOR EE S1054. Btieltjes 
积分 HM PE. 又 由 第 三 蔓 定 理 24 知 、 AME Min BOF 

A? {M] = y | aN, IE Abe 
ae 

故 HM 存在 ， 且 AEM) = HAM = A(HsM). 由 于 HM 
(9H.M)o 及 HM (HM MELA ARM, H (8H.M)o = Ho Mo = 
(HADo 总 EM = A,M. 1) 得 证 ， 2) 容易 由 1) HE. E 

Fa ERS h T AP By AE E E a BR EB St AIE 
Y. 

定理 1.5 设 村 为 一 连续 局 部 款 ， 瑟 为 一 循序 可 测 过 程 . 为 
要 在 在 LS Mon 使 得 (1.1) 对 一 切 N € Mi, ROL, OMAR 
APY IM) eV). aH REA E E K E Ln AM, PR EM=L. 我 
IRH I MaR, BLA HH M BLS, We H.M. 

FA 必要 性 是 容易 的 (在 (1.1) 中 令 N = L), 往 证 充分 性 . 
设 HM) €e Vt. OW A mam KF Hm 在 可 选 o- ML 
的 Radon-Nikodym Fx, Wao Rie 6.7 BM, WIM) = 
(Mj, WIM] = HAM) 由 于 WwW 景 可 选 过 程 ， 故 由 第 二 章 定理 
215, EAB K, tS {KK 关 W) 为 一 列 分 时 图 的 并 因此 
K* [ad] = WM = HISIM] 4& L= KAM, iU N < Misc, 有 


E, N] = ALM, N= WAG N] = ALLA, N]. | 


最 后 , SRA ae MG MER a FX ~~ 28 ESE fed BBR AL AR SY, 
它 推 广 了 经 典 的 Ité 积分 . 

定 建 1.6 RMA Ae mM, A ATES. i 
EFE- ERRAR a= (a) PEPE LOR AB w, dMi) 关于 
da RESE MARRE LE Mee W (11) BN E Mice 
RY LB AR H LM] € V+. 这 时 存在 可 料 过 程 K E Eml M), 
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使 得 ALM =L. RVR EH H MAT, BLA AY M BRL 
分 ， 记 作 HM. 

VERA 必要 性 是 容易 的 {在 (1.1) PON = L), 往 证 充分 性 . 
$ W = H+, A= W/W, 其 中 W 为 W 的 可 选 投影 . 
BULA A” H ETBE 由 于 dM] 关于 da 绝对 连续 ,将 dM]: 
表示 为 an wa da, 由 Fubini 定理 容易 证 明 F [M] = H’.[M], t 


由 定理 1 5 推 得 本 定理 的 结论 





$ 2. 可 料 过 程 对 半 训 的 随机 积分 


由 于 每 个 半 扫 为 一 局 部 著 与 一 适应 有 限 变 差 过 程 之 和 . AM 
会 想到 对 半 积 的 随机 积分 可 定义 为 对 这 两 部 分 的 随机 积分 之 和 ， 
但 关键 在 于 这 两 个 随机 积分 的 和 应 不 依赖 于 半 巩 的 具体 分 解 . 下 
一 引 理 保证 了 这 一 点 ， 

引 理 2.1 R X AER, H 为 一 可 料 过 程 ， 们 不 一 好 十 
A,X=N+BAX 的 两 个 分 解 , 其 中 M,N € Mood, BE Vo € 
H E Dm NN Lm N) A: K HiB RE, W 


H.M + HGA = H.N + HB. (2.1) 
证 上 明 GF M-N=B- AE Wo 由 定理 1.4.2) 得 
H.(M —N) = H;(B -— A), - 


即 (2.1) 成 站， i 
E 2.2 2X HOM, H 为 一 可 料 过 程 . 如 果 存 在 六 的 一 
个 分 解 : NX =M+A, HP ME My, AE Vo, HR H E Ly(M), 
HA 存在 ， 我 们 称 HOO X FERRARA MPR (或 简称 可 
M)X=M+t+AAXW-DH- OR. RM, > 


H.X = H.M + HA — (2.2) 
H.X PRT X 的 H- 分 解 ， 称 为 H 对 XX 的 随机 积分 
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对 X 在 半 扶 积分 意 疼 下 可 积 的 可 料 过 程 全 体 记 为 LX). 

注 E HO M EPR aR POR, 一 般 说 来 我 们 不 能 
断言 HM DERRE, PNM ARR Roe A TAA 
AA. AlN, RM E Woo ,五 为 一 可 料 过 程 ， 使 得 Stieltjes 积分 
HM FE, 但 HM € Aon WH € Lm(M). | 

FERR TO OB LR oe EE, E 
HEE 13 的 直接 推论 . 


定理 2.3 GX HRB, HeX). 
1) (HX) 一 H.X*, ACALX) == HAX, (HX jo = Ho Xo. 


2) Hi T, 有 l 
(HX)? = HX? = (H(p X, (HX) = HXT. 


3) 对 尾 一 半 轨 了 ,有 
[IH.X,Y| = HX, ¥]. 

DEY ASR, HeY) WHE LYXY+Y) BACK + 
YJ={AX+ HY. 

5) 车 K 为 一 可 料 过 程 是 |K| < |X, M K e LX). 

定理 2.4 EX A RIRE, X= M+AAR ABH. 
BAe LX), 则 为 要 AX BPR, BABAR X=M+A 
为 天 的 一 个 五 - 分 解 . 

证 明 充分 性 显然 ， 往 证 必要 性 . KA = N+BAX HK 
H- 分 解 ， 其 中 N E€ Mie, BE Vo, WAX = ANF AB Esp 
H.B € Ag. 由 于 A= 已 ,由 第 二 章 定理 6.11 知 ， 豆 对 4 可 积 且 
H.A = H.B. 我 们 有 


V H21M] < y HX] + y 8? [4] 
< [H.K] +Y | HAA]. 
et: 
由 于 VHXIE AL, ee y H?[M] E AL., HH E Em M) 因此 ， 
X=M+AAX W H- iB. I 
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下 一 定理 是 上 述 定 至 的 一 个 重要 推论 . | 

定理 2.5 WX yM, Pe LX). &U ANWR, PR 
U 了 [再生 | > JAX > 3], 且 对 几乎 所 有 w, 对 一 切 t > 9, 14s: 
(ws EU) Nj. SARA TM. A 


Ay = > AXaly. sje); Zt = Xe — Ay, t > YQ, 


ant 


则 | He L(2), BIRRA Z ARR Z = N+ BOX H- 分 解 ， 

证 明 在 定理 条 件 下 ， 显 然 4 = (4): BEX, BAA Be 
有 轧 变 差 过 程 , MU HW ATM, Mitt A ZR. wee. BA 
有 |AZ| < LA(H.Z = |HAZI< 1, Ai Z, H.Z AREE. T 
是 由 定理 24.7 HRM ZH NI BA ZW H- OR. F 

“F cat Be 1) YA GE 2.5 进一步 研究 随机 积分 的 性 质 . 

定理 2.6 iA AR. 

DH, Ee UX) H+ 6 € LX). 

DRANK 为 一 可 料 过 程 . AB K e LHX) 必须 且 
Be KH € LX). 这 时 存 AAA) = (KH).X 

证 明 1) 在 定理 25H, SU = [HAX| > 1 或 EAX > 1 
{AX|> i, W X =N+(A+ B) 既是 H- 分 解 ， 又 是 五 - 分 解 ， 所 
以 是 (H+ K)- ob AR, BD 4 Ko e© EX). 

2) 必要 性 显然 , 往 证 充分 性 . KH e LX). 在 定理 25 中， 令 
U = {JHAX| > 1RIKHAX| > 1 By |AX| > 1), WX = N+(A4-3) 
既是 H- 分 解 ， 及 是 KH- 分 解 ， 这 表明 HX = AN + H(A+ B) 
E HX K- OR. BEK ELHA) A 


K(H.X)= KAN) + K.CH(A+ B)) 
=/KH)N+(KH}.(A+ B) 
= (KHY.X. E 
定理 27 E XAR, A ARTIE. MEPL 
Th tox, 使 得 对 每 个 有 H e L(X™), W H e DCX). 
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证 上 由 于 ReX] = [HXT] OLA] 为 增 过 程 ， 令 


A = ~ 四 4 一 X — A, 
2 AXad HAX, >1[BRIAX I> 1] | : 


则 A 为 一 阶梯 有 限 变 其 过 程 , AA 存在. 因此 只 第 让 H e LZ). 
BZ =N+B ARR Z 的 典 则 分 解 ， 对 每 个 n, Z = NTH + 
BT 是 Z™ 的 典 则 分 解 ， 由 于 |A] = HAZ | <1 
H.Z™ € Sp 由 定理 2.4 ,HNT" R HBT 存在 . 所 以 HN ROB 
fete, Hf Hez). | y 

Fi Pah ee, EA [HWY]. 

定理 28 X-EN, TAEAE, BAW, 
HH, n > 1, 为 局 部 有 界 可 料 过 程 、 如 黑 对 几乎 所 有 ww € 吾 , 在 
0, Tw E (E (wh —RA FARR Hho), W 


Ta sup | (HE Xh — GX): 5 0， moo. 
ts 


定理 2.9 EX WOR, He LX) KO BK 为 可 料 过 程 ， 
IK) < ELEK < El Be FT A-AWEN. 如 果 对 几 
平 所 有 的 we B, Syt e (0, T(w), 有 ln Kw) = Kelu), 
则 1 
Ts sup i (KH XJ- (KX) i, 0, noo. 


83. It6 公式 


本 节 将 证 明 半 鞭 的 变量 于 换 公式 ， 即 著名 的 It6 公式 . 它 是 随 
机 分 析 中 最 有 力 的 工具 之 一 .作为 它 的 应 用 ， 我 们 将 证 明 半 著 的 
Doléans-Dade 指数 公式 以 Lévy KT Brown 12 a AYR Zl ey SE FE. 

定理 3.1 谈 肌 为 一 局 部 损 ， 4 为 一 可 料 有 限 变 过 了 过程， 册 
MiaA—(M_)A 为 一 局 部 蒜 . 


"rrr | 


证 明 不 妨 设 M HRM, 4 的 变 差 过 程 一 致 有 界 (第 
二 章 定理 6.6). 令 工 = MA 一 MM_.A. 由 于 对 任 一 停 时 T, MT 为 过 
程 X, = Mz 的 可 料 投影 ， 故 有 


ElMrAr] = #ar(X) = par(M2)= ElM-.A)r], 


RRS Ebr) =0. 于 是 由 第 二 章 引 理 6.15 mM, Lem. 
定理 3.2 HAY ARTES, WAM TASB A 


t t 
X,Y; = f X,_dY, -j Y -dX + |X, Yl, t> 0. (3.1) 
0 Q 
证 明 RAN X =Y 的 情形 证 明 (3.1), 即 证 明 
X? = 2(X_).X — 2X2 4 [X]. (3.2) 


为 此 令 A= X?—2(X_).X42X2. 首先 证 明 A 为 增 过 程 ， 且 
-AA=(AX}. $ t> 0. # 


mm OSRE < ty Ht 
为 [0,4 的 一 列 有 限 分 割 ， 且 6(7") o, Ml 
x? ~ Xb = De, - Xi) 
一 -at (Xen, — Xy) + Xen. 一 Xin)? 


= AHOK, — 22 + Air — Xin)? y 


其 中 
H™ = Xolto 十 》 Xe Der tn yp. 


由 定理 2.8 知 ， 


X? +Y (Xe, L Xe)? 一 oo (3.3) 


ST rp a o- 


特别 ， 由 (3.3) 知 ， A 为 增 过 程 ， 由 4 的 定义 有 


AA= A(K?7)~2X_AX 
= (X_ 4 AX) - X2-2¥_AX = (AX). 


为 证 明 (3.2), SKE X ASR. 这 时 站 ARER, S X = +A’ 
ARMGA, EF M 为 局 部 有 界 的 局 部 款 ， A’ 为 零 初 值 可 料 
ARTENE. > 

B = X? - (X) X +2X§ - [X] = A - [X]. 
由 上 面 所 证 ， 吾 为 零 初 值 连 续 有 限 变 差 过 程 ， 另 一 方面 ， 注 意 到 
Xo = Mo, 我 们 有 
B = {M+ A‘) - 2(M_ + At (M+ A) 2 一 二 用 


= (M° — [M]) — 2(M_.M — M3) + UMA — M_.A’) 
—2A_.M — 2[M, A’). (3.4) 


这 里 我 们 利用 了 Stieltjes 积分 的 分 部 积分 公式 . 由 于 IM, 4] = 
(AM).A', 故 由 第 二 章 定 理 6.13.2) 知 ， 


(IM, A'}) = %AM).A’ = 0, 


AM, A’) ARRI. 于 是 由 (3.4) 及 引 理 3.1 a, BARR, 
从 而 由 第 三 章 定 理 2.2, A B= 0, BM (3.2) R. 

对 镁 为 一 般 情 形 ， 为 证 (3.2), AW Xo = 0. 4 T, = inf{t > 
0: [X| >}, UX - ARAM, H 


(XP) = (XTT) = AKT AT + [XTT] 
= (2X_.X + [Xj 7. 
由 于 Thu too, Ak (3.2) 成 立 ， p 
注 在 上 面 的 证 明 中 ， 我 们 证 明了 :对 二 > OR 


Xs + S (Xe, 一 Xan }? P, Xh, T — OO. 


ł 


"BG: 


这 正 是 我 们 称 [天 | AX 的 二 次 变 差 过 程 的 理由 ， 
定理 3.3 $ X (Xh KPA d SER. HP A ROE 
的 Ce. pay ( 即 玉 有 连续 的 一 阶 与 二 防 偏 导数 1. 则 


d t 
| . pow 1 
P(X) ~ F(X) = > | DPX aX} + So nF) + SAP), 


中 





(3.5) 
其 中 
a 
ta(F') 一 F(X, } ™ FiK s] 7 S Dy E{ XX, (3.6) 
j=l | 
. d t = . 
AMP) = Df Dy PRM), 6) 
i=l 
OF Of F a~ 
DF = Bor oe = Br} (3.5) 中 级 数 D0 ect al) 绝对 收 


A. (3.5) 就 是 著名 的 Ité AR. 
和 证明 我们 从 分 部 积分 公式 出 发 证 明 tô 公式 ， 由 于 !3.5) 两 
边 的 过 程 有 相同 的 跳 ， 若 (3.5) 对 XT RE, M X? 也 成 立 . 
Ru a Xt Xt ER (XI) < CG = 1,… ,4), 其 中 
C 为 一 常数 ， 取 一 列 RY 上 的 儿 项 式 (Fa), 使 得 FD Fa, Diy Fr 
在 [-C,C]* EAH AAT PDF, DyPi,j =1,--+,d. We 
(3.5) SREP, 成 立 ， 则 由 定理 2.9,(3.5) 对 F eaa AE, R 
需 对 F 为 一 个 R 上 的 多 项 式 情形 证 明 (3.5). 
车 F(z',--- g2} = e e (3.5) IES 4 (3.1). 由 归纳 法 ， 只 需 
BEAR: A (3.5) 对 基 个 多 项 式 正 成立， 则 (3.5) 对 多 项 式 
人 (9 
ERY. HF 
fad 
na(G) = G(X.) -GE - $ DiG(X,_) OX? 
i=l 


= Xi dE + ALX*, F(X) 
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BO(X}_) 局 部 有 界 ， 故 级 数 ocre m 绝对 政和 化 ， 肚 外 还 有 有 


| ft. ‘ft oe paris 
AG) = 5 | Xi dala) Y f Ds P(X. YAX YE XY) 
2 2 Jo qa 40 
Lf’ vs . 
= 5] Xi dA PF) + (XY, (FIX, — XEF (Xo), 
TÜ 


d t t d t | 
SD] BiG. laxt= FAXY f Ki Dy PUK. XE 
j 一 12 0 Jo pnt 


PE 31) 及 上 面 两 个 等 式 得 
G(X) — G(Xq) = Kel KX) -- Xp F (Xo) 


t t 
-f X*_dF(X,) + f F(X, )dXi + X, FU), — XUF CX) 
OF r JG 


d t 
=J f DOA + 并 lO) + ZAO) 
j= Y0 Oat 2 

即 (3.5) 对 G RT. 上 

作为 Tia 公式 的 -- 个 重要 应 用 , RIERA RA Doléans-Dade 
指数 公式 . . 

定理 3.4 HEX AER. S | 

v= JP ataxje SX (Vo= 1), (3.8) 
EEan. ai 

出 对 几乎 所 有 ww,(3.8) 右 按 的 无 穷 薪 积 对 一 切 上 绝对 收 伍 ,有 下 一 
VO 为 适应 纯 断 有 限 变 莽 过程 e 


Z, = exp {xX — Xe — SX} J] (+ AXA, BM 


Uait 


A 2 = (21) WEA FRAILE oo PE 


t 
Ze=1+ f Z, dX,. (3.10) 
0 


-一 Or 一 sos em eee ee . 


TE ee Hie 


证 明 $ 


w= [E 04+ dXTyaxiog xP{-AX jax toy}: 
Ont 


v= [] C+ Akaxa exp{—AX lax,lsH} 


Dat 


ER, EXW 的 局 积 只 是 有 限 项 的 积 。 由 于 


e77 < (L+ rje ”<e i , ejs 7 
定义 W' 的 无 穷 乘积 绝对 收 敏 .因此 (3.8) 中 的 无 穷 乘 积 绝对 收 
Sk. BIR, (VO 及 (logl;”) 为 适应 纯 断 有 限 变 差 过 程 ， 故 由 Itó 公 
xt, (VOR. 由 于 V= V/v, 仍 由 6 ARM, V 为 适应 纯 
断 有 限 变 差 过 程 . 
Ay F(z,y) = ety, K = X — Xo — 4(X°), W Z = F(K,V), 
Ke = X°, AK = AX. 注意 到 Z, = 2,_(1 + AX.) Hts 公式 得 


t + t 
Z: =1+/ 2,-dK.+ | eav, +5 f Z,_dlK*}, 
0 C 2 ü 
+ 》 (AZ, - Z,-AK, — e**- AV,) 
Oat 


t 
= į + f aX a, 
JU 


BI Z 满足 (3.10). 4 

注 实际 上 ，(3.9) 给 出 的 半熟 2) 是 方程 (3.10) 的 唯一 解 . 
通常 我 们 用 EX) 来 记 Z, 并 称 (3.9) ACER X 的 Doléans-Dade 指 
BY 2s sh. 

下 面 我 们 将 利用 Hô ZS SR ERA Brown ia git 2) Bl eB ( Lévy 
TH), 

EX 3.5 — FHE d 维 F- EMERE (Bl ,BH) RA 
F- Brown 运动 {或 Wiener 过 程 ) 期 果 YOS s<t< œ, B B, 


- T2- 





与 F, 狼 立 ， 且 B-B, RAAB, WIAA (t-s) 
的 正 态 分 布 ， 其 中 五 为 d 阶 单位 阵 ， 

定理 3.6 设 (B) 为 -- di F- 适应 连续 过 程 . 则 为 要 (B) 
为 F- Brown 运动 ， 必 须 且 只 需 每 个 (Bi) 关于 F A— WAR, 
A (B$, BY), = byt. 

证 明 必要 性 设 (BO 为 下 -Brown 运动 ， 由 于 Bi 一 Bi 与 大 
ya, RATA 

E(BiB] - BiB! | F.) = BI(Bi— Bi) (B] ~ Bi) | Fa] 
= EE[(Bi — Bi)(B! — Bi)] = 6, (t- 8). 


这 表明 Bi BI — & jt Al = 7) (2 Be, raid (BiB, == izt. 
充分 性 , 设 (Bo 28 d aR, A (Bi, BY), = dyt. Hou e RÝ, 
y 


as laf 
Zt = exp > u; Be 十 “th, 
I= 


Wi pA Ite 公式 ， 


2 Í d È l 1 a t . 
z= | Z.ds+i Suf Zd D? T3 > uyur f Zad Bi, B*Y, 
= 0 0) 0 
j k=l 


j=1 


d i 
=1 +i oy; | ZdBi. 
i) 


j=l 


因此 (Z) 为 一 (EA) ROM. 但 124| < ett, ke (Ze) HR, F 
是 有 


ploxp{i Dl wlB! = By} | Fy = exp| 一 wee 一 s)} . 
j=l 


这 表明 Bi 一 Bs 与 F, Mor, BB, -3, 服从 均值 问 量 为 零 、 协 万 
差 阵 为 (t — s)lq 的 正 访 分 布 ， 即 (Bo A -Brown 运动 . i 
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3 4. 半数 的 局 部 时 
引 理 4.1 GX AM, FR LES, fA 
其 左 导数 ， 则 SX) Bh, AA 


È 
Ri) = fiXa) +f P(X, dX, 
0 
+ SU F(X, = F(X.) — FR JAK) + Cr, 


O<a<ct {4.1) 
Bich (C) 为 一 零 初 值 连续 适应 增 过 程 
证 明 取 一 非 负 中 烤 pe CUR), 使 其 支撑 为 [4,0] (a > 0) 
E f2 pleds =1. $ 
pac 0 
pOnf sersyeasds= | (t+ È) oas 


则 六 的 UHR, fa € CR), A% n co 时 有 Falt) > F 
由 于 f'(t) 为 左 连续 单调 增 函 数 ， 我 们 有 


f= ff (et Zoids t rO. 
由 hê 公式 得 
Fal Xa) = fni Xo) -+ J FN dX + BM, {4.2) 
其 由 


nn <. = p- i m 1 rr : rE 
Bi E iD [Ful Xs) 一 fa 一 | -fa AAA 3/ fs} Ds 
LE 


A ENR YE ( 因 fa A A). 


Te 


Eee eee ee eer A T 


A (4.1), PR Ahoy TA, BMT XT, A 
Ta = inffi > 0: jX > nj BF 产 在 任 一 有 穷 区 间 上 有 界 ， 
故 由 定理 2.8 知 ， 在 (4.2) PAn oo 得 
了 - 
F(X) = (Xa) +f PR, dX, 十 Bi, 
0 


其 中 B, = P-lim, BY”, B = (B) 为 -~ 截 初 值 适应 增 过 程 ， 令 忆 


为 B 的 连续 部 分 ， 则 得 (4.1). i 
定理 4.2 R XA, a> 0, 则 
| t 
(Xs 一 jt = {Ay = 一 ait +f fix, > 
Q 
* —. . ， 1 
+ $ Hx say(Xe — 0) + Tx, cal(Xs — alt} + TL (i), 
Gearit {4.3} 
t 
f Xa 一 a)” == (Xy ~ 一 a) 一 f iix, uhh” s 
JO 
+ > Fix, ol = a) + Lex, <q (Xs —a)t] + Slt (XX), 
Dnt (4.4) 


其 中 LEX) AS eI EEE, 称 为 下 在 & 点 的 局 部 时 . 
(4.3) Ae (4.4) PRAY Tanaka-Meyer 公式 . 
证 明 令 f(z) e-t 则 了 为 是 函数 ， Fe) = hala). 
出 (4.1) 易 证 (4. 2)( 这 里 用 1 LUX) ER 2C4). 由 于 


t 
(r-a) = {X,~a}* — (Xo a) -f dX 。， 
0 


(4.4) 由 (4.31 推 得 . 
PRE ae a (4.4) p C) 的 一 个 表达 式 ， 从 而 
得 到 L6 公式 的 一 个 推广 (Eda aL [EWY]. 
THE 43 设 革 为 一 半 著 ， 了 为 一 下 上 的 连续 上 山 函 数 ， 关 为 
REFR PAJE XAKRA FRE i ae (Bi pde) 为 一 


"+ 


Radon 测度 ), 则 


FOX) = f(Xo) + | F(X, dX, 
+ YO FOX FAX) — F(X )AX, 


Dasit 


+ 了 人 L*(X)p(da) . (4.5) 


B44 1X AM, g 为 一 非 负 或 有 有 界 的 Borel HR, My 
f a{ X)diX°, = f LF (X )g(a)da. (4.6) 
ü ox) 
证 明 4 fe C*UR). 将 (45) 与 ti 公式 作 比 较 得 


t t 
J f'(X,)d(X°), = j FX JAX) 
G 0 


- | - LX) f"(a)da. (4.7) 


由 单调 类 定理 可 从 (4.7) 推 得 (4.6) 


8 5. Girsanov 定理 


He 为 (OF) 上 一 概率 测度 ， 如 果 w € RL Q EFA 关 
于 到 绝对 连续 ， 则 记 为 四 之 ioc P, He Me = FZ p BEE Fæ 上 
AQ E PWM = E | Fl). 由 第 二 章 定理 4.11 知 ， 灶 (Mi) 
有 右 连 左 极 修 正 ， 以 下 总 考虑 这 一 修正 . 

本 节 内 容 和 参考 了 [RY] 和 [Yi] 

引 理 5.1 HO <w P. 则 对 一 切 停 时 了 工 , 在 五 mn 全 < o] 
有 dQ = MrlywydP. 此 外 ， 对 一 切 有 界 停 时 了，JM 了 为 一 致 可 积 
BR. 
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WERA We > OAc Fr, WANT Ste Fra CF). 我 们 有 
GANIT <1) = f MidP = EIM, | Freel 
An[T Et] JANTE] 
= | MrvdP = MrliresjdP 
ANIT = t] ANTE] 


Sts co 即 得 引 理 的 第 一 个 结论 . 
Rik T AAR, WW vte Ry 有 
Ei My | F) = |B [Mr | Fr] | Fi] = El Mr | Frail. 
男 一 方面 , .对 YA E Fran 由 上 所 证 有 
E|Mradaj = Follai= ElMrial, 


即 有 TE Mr | Frat! = Min 于 是 最 终 有 有 IE| Mr | Fy} = Mray. 这 


表明 MY A— FRA AR. i 
引 理 5.2 Q <o P. MEQ 下 M 的 几乎 所 有 轨道 为 严格 
TE Be BY. 
WEAR 令 T(w) = inf{t: Mi(w) = 0}, m) Mr iTe] = 0， 由 引 理 
S19, vic QT <i)=0. AQ? = +w)= 1. j 


引 理 5.3 EQ &o P(X) 为 一 (五 ) HARGER, 
了 为 一 有 穷 停 时 ， 则 为 要 CMX)! 为 下 - — Ra, DAA A 
A? HQ- —BR ATA. 
WR RNREDEM, FSM. BCX 
一 致 可 积 靳 . Sto R,ACFr,, 出 引 理 5.1 RNA 
Fg (|Xpia] = EelXrMria) = Fpl XtraMrula| 
= FolXrail a}, 


Ix Fe AA Fig (Xp [Fras] = Xr- a.s. HAR, fi A 
Eg Xr | Fi = Eg [lvlXr | Fr] | Ft] = Bg (Xr | Frail, 
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WA JBe|XriFe] = Xran B AXT AQ -o ARE. i 

F— 3] Ee ERE PF Oe aE | 

HH 5.4 EO Ze Pik.) A-— Fo BNHABARMEA. 
为 要 (X,) 为 人 @- BRA, QM AR RPE AAAS Ta 十 一 co， 
Q-a.s., 使 得 (MX)T 为 P- 局 部 款 . H3, WHO APA FR E 
Ht, WX HO- BBR, MRM MX 为 P- BBM. 

证 明 必要 性 直接 由 引 理 5.3 推 得 . 往 正 充分 性 . 无 妨 设 Xo = 0. 
假定 存在 有 穷 停 时 T, t +00,Q-as., 使 得 每 个 (MX) 为 P- 局 
BBG. TERED n, RFA By Bet SLD + +00, P-a.s.(m 一 co), 使 
得 每 个 (MX) my IP. — BT ARE. WY 58, XTRAS 
为 @- ATR. HTHH EER, 


lim QS) < t) = lim M,dip = 9, 


7e d < 
it SS) 个 二 oo 四 -as >). 因此 ，X 为 @- BRR, AN X 
AQ- FARR. i 
注 $ T = infit: Me = 0} Z = M`porp 则 2Z @- 
局 部 蒜 ， 事 实 上 ， 今 = infft: M < 二 } n, W) Ta 十 +o, 
Q-a.s. (ZM y = 1. 
F- EREN, TREAT PBR RHE. 
定理 5.5 R Ko PX 为 一 卫 - R, WX AQ M, B 
E0 TAHZEN E [XQ SE PRX PLRESVE 
[X]UP)@- XK all. 
证 明 $ T = inf{t: Mi = O}, Th = nf{t: Mi < 4} An, WY 
Ta tT Q(T = ool) = 1. $ Z= Molho rp 则 由 引 理 5.4 下 面 的 
Pe ZA O- PRR, EHA ZM = Tory 由 于 XM A P- 半 
Ae XM=N+B, EAN 为 P- eR, BARNA RE 
iie. FF ONZ MM) = NT 为 PP- AR, aai 5.4 知 ， 
NZ AQ- REW. Eih HEART O- PR 2 与 BB ER, ZB 
7 Q- SR, Te, XMZ AO- FR, EI Xipri A Q- RR. 但 


~ TR: 


OT = +00) =1, eX WOM. APO o P, 由 定理 3.2 下 
TASTE, LX @) = [XP] ga.s 从 而 和 到 要) SLX] UP) @Q- 无 
[x Beth i 
下 一 笔 理 称 为 Girsanov << BE. 
定理 5.6 KO<.. PX A— P- AR. 4 


Tiw) = inf;t : Mi{w } = 0}, E = AXT Lp of 


FO FPEX 


t 
yx Mx M+, t20, (5.1) 


J 


REPU YU EP FRU, WY 0- fae. 
证 明 $ 


I 
T, =infft: M <-}faAn, 
nm 


| 1 a, 
tat. ft 
BY = f M; Hm,>adlX, M] = | M'Du, ool XT, Mis. 
E {] 


A Yl) m XT pte Lot EE Y A @ RR. 
下 面 我 们 用 A~HRRA-BAP- wR HARRIA 
式 及 定理 3.1 得 
MB = BM + M.B ~ MB 
I fim. >a, Xs], 一 LAY, XP, 


Mut BM wT ~ MU, 


于 是 有 (iE RR MAT e Mi, XT) Ma Tr. oe) 一 0) 


my?) pe AMrpaAXt iT] + Mfr AX Sige Papp cot = 0. 


7G: 


这 表明 MY 为 P- RRR, MT (MY) 为 P- RBBB. h 
FT, * +oo@-a.s., 故 由 引 理 54 SY HO RM dy 与 
YO EQ FLER, BY AQ- RRR. : 

系 5.7 EQ Ko P, (Xi) 为 一 连续 PA. WETE 
P- AA L, 使 得 M = £L), 则 


Y, = X —[X, L] (5.2) 


AQ- RAER. 
证 明 HT XS, RA 


LX, M) = [XE(L)] = E(L)_.[X, L] 
= £(L){X,L] = MIX, E. 


于 是 (5.1) 和 (5.2) ase RAE FARSI. E 

例 (Girsanoy 定理 的 经 典 形式 ) 设 (B0 < t< T) A (Ft)- 
Brown 3251, (Ho) 为 一 适应 可 测 这 程 ， 使 得 OL Hds < œas.. 
对 0 <t<T, 令 


+ t 
M: = exp( f H,dB, 一 ; / H*ds}, 
ù D 
i 
B; = B, — f Hds. 
Jo 


如 果 [Mr] = 1, $ Q = MrdP, WEQ F, WH (B0 <t <T) 
为 (五 ]- Brown iA 9. 

werk, $ L= 六 可 dB MEL) =M. 故 由 系 5.7 知 ， 在 
Q F, (Bp) A (Fi) AmA, E [B] = (BL @) = £, We A Lévy 
定理 (定理 3.6) 知 (BD 在 从 下 为 (F,)-Brown 运动 . 

注 1 若 Blexp{; Io H?de} < oo, 则 由 Novikov 定理 知 (参见 
[Y1] 2 [Mr] = LBI (Mi,0 <t < T) Am). 

法 2 设 (A,) 为 一 适应 可 浏 过 程 , 使 得 vt e Ry, f H2ds < oo 
as, HAE (M) 为 一 对 令 dQ, = Mid, 则 可 证 明 : 存在 (0, Foo) 
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上 唯一 概率 测度 四, 使 得 四 | =Q Vic RASM RY) Fit (BD 
在 四 下 为 (F,)-Brown 运动 ， 


§ 6. Brown 局 部 加 的 随机 积分 表示 


AAR, WREE (Fo 局 部 著 CN), FE A) 可 料 过 程 
(Hi), 使 得 入 有 如 下 随机 积分 表示 : 


t 
N =No f H dM, 
a 


则 称 (AG) AT (Fi) ARB aE. KFARA Be ae EY 
一 般 性 讨论 可 参见 [HWY] 或 [Y1]. 这 里 只 介绍 Brown 运动 关于 
它 的 自然 o 域 流 的 可 料 表示 性 ， 本 节 内 容 基本 参考 了 [RY] 

设 (Bi) 为 一 完备 概率 空间 (0, F, 到) 上 的 Brown 运动 , 即 (B) 
A — PLE HIRE, H Bo =0,8,-B, RAHE AT 
WHA ts WEAR. 令 FP = olf B,,3 < t), HOA FINN, 
FU AY 为 由 所 有 P- FARER o- W. 称 CPL) A Brown 运动 
(Bi) 的 自然 o- 域 流 ， 由 下 一 引 理 可 以 证 明 (F,) 是 右 连 续 的 ， 即 
VEER, & Fa = Fi = F (BM [HWY] 或 [Y1]). 

引 理 6.1 GHAR R, 上 有 紧 支 撑 的 阶 楷 晒 数 全 体 ， 即 H 
中 的 元 素 有 如 下 形式 ， 


TE 
f= S A tl (6.1) 
i=l 
Ep n> 1AE Ri<gcrnO=t) Cy d itn + 


TL 1 Th 
és = exp} $0 A (Be; — By.) - 5 > At- tj-1)} ; (6.2) 
j=l jz] 


则 由 {EF : f EH) 张 成 的 线性 空间 在 L Fo P) 中 再. 


+R]: 


站 加 + a = r - T 7 ar T et “F 
ur LA “a iJ = tn fy < a toast £- L i ye) 下 a x 


OO Ns 
ley: Ën) = Elexp] Za 5 ~~ is, -1 HIE É Ga i E 了 < Th, 
i=l 
Ba pAG kw mame MEY HIE. f CH} 134, iw 
APR WR, Mie ee LAR. HRA 


Blexp{i 9 Aj(Be, — By.) $¥]| =0. 
=l 
HFA E€ R, Ù= foch <<: <i, AER., MHA Y =0 
as. 引 理 证 毕 . E 
引 理 6.2 Wee DFe dP. WFE (Fe 可 料 过 程 H, tE 
得 El Hids < œ, H : 


£ = JETE] -f H,dB,. (8.3) 
; 0 


证 明 令 9 表示 L (Fo P) 中 使 引 理 绪论 成 立 的 全 体 . 令 
C2 表示 满足 A? = 至 [Jr Weds] < co MAAS. 则 £2 
$e HH || -|| 为 一 Hilbert BI. WE, 4 


wT) = E| / I; (u,8)ds| FEP, 


Mou ATE cP Cio AMM. 我 们 有 Z = Li x 
RF. j). Ay 


E] = (EY +B) f Hal, 


vil 


WG = (fe. BE) = 0} h C7 保 范 问 构 从 而 9 为 (Fo, P) 
Ma esta. yi, H (3.10) 知 {E:F EH) CY, MAIS 
6.1 6G = L°(7.,,P). B 


RD: 


定理 6.3 Brown 运动 (Bi) 关于 它 的 自然 o- 域 流 (FAL) 有 可 料 
表示 性 特别， 一 切 (五 } RPK LEAH. 
证 明 E M HARP HARE, WA Pe Le ER 


M= M+ f Ads, 
0 
TE Vie RL 有 
t 
M = Mo + | HAaB, 8.8.. 
0 


HF EREHBRSNH, LRG, MAES. 
从 而 MAS ERE RA BR. 


现 设 M ANER BEB] AR. ee dh 
ABA, TARRA SEP Dy BT R M, 


S| 2" E||Mo. — MAM < oo. 


r=] 


Hae Bo Ae A Sp (第 一 童 定理 4.5, 得 


SO Pisup|M, — M| > 27°] < > 2" RIM. — MIN) < 00, 
n=1 : == 
故 由 Borel-Cantelli 引 理 知 ， MO 的 几乎 所 有 轨道 在 B 上 一 致 
收 襄 于 M 的 轨道 ， 从 而 M EARRA, 于是， 一 切 【 有)- 
Rape USSR Be Pe AEA) 是 连续 的 . EM 为 一 【和 天 
BER HF Fo 是 平凡 的 0- 域 ( 即 A4E Fo => P(A) = 0 R 1), H 
Moas ABR. S 


Ta = inf{t : |M] > n}. 
则 AT AARE, MOTE HO ec, 使 得 


t 
Min = Mo + | AM dB. 
0 


9. 


mer arrr I M IMa rer o o 


一 i u auasi. ai aÁ ťi Or rI 


FH = Dreo A r,t WA 
t 
Mi = Mot f H,dB,. a 
g 


注 工 工 述 结果 对 d- 维 Brown 运动 情形 也 成 立 ， 证 明 类 秘 . 
注 2 i (Fr) A Brown 运动 (B) 的 自然 o- Boi. Way ue aA 
一 切 (Fr) 停 时 为 可 料 时 ， 从 而 一 切 (7) 可 选 过 程 为 可 料 过 程 ， 


S$ = x a 


[HWY] ARR. ERR, PK, BRS. Pee, 1995. 
[RY] D. Revuz and M. Yor, Continuous Martingales and Brownian 
Motion, Springer, 1991. 
[YL] 严 加 安 ， 鞠 与 随机 积分 引 论 ， 上 海 科 学 技术 出 版 社 ， 1981. 
[Y2 严 加 安 ， 测度 与 积分 ， 陕 西 师范 大 学 出 版 社 ， 1988. 


第 二 篇 个 向 随机 微分 方程 
- -随机 优化 理论 与 HIJB 方程 的 阁 性 解 一 


1. 引 言 


为 介绍 倒 向 随机 微分 方程 ， 最 好 对 其 一 下 经 监 的 即 正 向 的 中 
机 微分 方程 ， 正厅 微 分 方程 的 研究 已 有 近 半 个 世纪 的 历史 ， 取 得 
了 辉煌 的 成 果 . 它 既 有 完善 的 理论 框架 ， 允 有 直接 的 应 用 背景 ， 
并 且 与 其 他 数学 分 支 如 测度 论 、 偷 微分 方程 、 微 分 几何 . 势 论 等 
建立 了 自然 的 而 且 非 常 深刻 的 联系 ， 互 相 促进 ， 相 映 生 辉 ， 许 多 
著名 的 数学 每 都 为 之 吸引 ， 在 这 一 锁 域 作出 了 杰出 的 页 献 ， 其 结 
杂 又 反 过 来 促进 了 其 他 学 科 的 发 展 、 近 期 的 一 个 典型 的 例子 就 是 
EM Fields 奖 获 得 者 P. L. Lions 等 提出 的 非 线性 二 阶 帆 微分 方程 
”的 烙 性 解 理论 ， 其 直接 动力 就 是 来 源 于 他 在 随机 微分 方程 和 随机 
最 优 控制 理论 的 研究 . 

与 这 一 进展 形成 鲜明 对 照 的 是 ， 闫 于 倒 向 随机 微分 方程 的 研 
究 只 是 在 最 近 才 刚刚 开始 ;线性 情况 开始 于 1978( 参 见 [Bil), 而 一 
般 非 线性 情况 的 基本 框架 是 1990 Æ [PP1| 中 给 出 并 证 明 其 解 的 存 
在 唯一 性 的 ， 非常 巧合 的 是 ， 著 名 经 济 学 家 Duffie 和 Epstein ty 
独立 地 从 经 济 学 的 背 丸 出 发 于 1992 在 [DE] 中 提出 了 这 一 方程 的 
一 个 特别 典型 的 情况 ， 

倒 向 随机 微分 方程 的 研究 之 所 以 大 大 涡 后 于 正 同 随机 微分 方 
程 , 现在 回 过 头 来 分 析 应 不 外 乎 以 下 两 个 原因 ,首先 ,， 正 向 随机 微 


+ 总 局 。 


Hi eee 


分 方程 与 倒 癌 随机 微分 方程 如 使 在 结构 上 也 有 本 质 的 区 别 ， 从 生 
很 玲 从 正 同 随 机 徽 分 方程 出 发 销 想 到 倒 同 随机 微分 方程 的 形式 . 
其 次 , 从 应 用 的 角度 讲 , 正 向 随机 微分 方程 考虑 的 是 如 何 访 识 一 个 
客 豫 存在 的 随机 了 过程， 而 俏 向 随机 微分 方程 则 主要 关心 在 有 随机 
干扰 的 环境 中 如 何 使 -- 个 系统 达到 预期 的 目标 ， 从 认识 论 的 观点 
来 看 这 样 一 个 先后 顺序 也 是 上 自然 的 ， 倒 向 随机 微分 方程 的 理论 研 
窜 的 历史 虽然 很 短 但 进展 却 很 了 迅速， 除了 因为 其 理论 本 身 所 特有 
的 系统 而 有 趣 的 性 质 之 外 , 还 因为 发 更 了 重要 的 应 用 前 景 : Duffie 
和 Epstein. DE] 发 现 可 以 用 它 来 描述 不 确定 经 济 环境 下 的 消费 偏 
好 ( 即 效 用 阔 数 理论 ， 这 是 计量 经 济 学 的 基础 ); 作者 在 [PS] 中 通 
过 合同 随机 微分 方程 获得 了 非 线 性 Feynman-Kac 公式 ， 从 而 可 以 
用 来 处 理 诸如 反应 扩散 方程 和 Navier-Stokes 方程 等 众所周知 的 重 
要 非 线 性 篇 微 分 方程 组 ; El Karoni 和 Quenez [EQ] 发 现金 融 市 
场 的 许多 重要 的 往生 证 养 (如 期 权 期 货 等 ) 的 理论 价格 可 以 用 倒 向 
随机 微分 方程 解 出 . 

倒 向 随机 微分 方程 3 引入 了 一 种 全 新 的 方程 结构 ， 为 了 便于 再 
解 这 一 新 理论 ， 我 们 打算 在 进入 技术 细节 的 讨论 之 前 先 看 一 下 从 
所 周知 的 和 常 微 分 方程 . 考虑 以 下 两 个 定义 于 区 间 [0,7] EER A 
分 方程 ; 


X(0} Ty, 
Y= Y) O<t<T, 15 
Y(T}= yr. (1.2) 


其 中 bf) gt') ESSENSE, zxo, yr 是 给 定 的 数据 .方程 (1.1) 的 
”十 解 条 件 在 初始 时 刻 t= 0 给 出 ， 称 它 为 正 向 常 微分 方程 。 (1.2) 
的 定 解 条 件 在 终了 时 刻 += 工 给 出 ， 称 它 为 倒 同 常 微分 方程 ， 在 
数学 上 ， {1.1 和 (1.2) 的 处 理 方 法 基本 上 是 相同 的 : 例如 ， 在 一 
定 的 条 件 下 {如 Lipschitz RT) 这 两 个 方程 都 有 了 唯一 的 解 . 但 
兴 应 用 的 骨 度 ， 这 两 个 方程 大 显著 的 区 别 . 事实 上 ， (1.1) 的 存在 
唯一 性 是 说 只 要 知道 了 系统 的 初始 状态 zo 就 可 以 确定 地 计算 出 


RG 


BSc vt ALi Bt © 0,7 ADR SS. ) 248%, (1.2) 的 在 在 
WEE — pi BC) RR ag FR AP] FE TEENE (TE HA TE EE A BEE A E 
A BIg E oT H Bp. 
以 上 的 商 个 模型 (1.1) 种 1.2) 实际 上 : MRE T ARES 
机 干扰 ， 即 确定 性 系统 ， 对 于 非 确定 性 系统 或 随机 系统 ， mee 
BSR PILE MAR REY, SRP SE 
了 实质 性 的 差别 ， 首 先 ， 正 向 常 微 分 方程 将 被 更 一 般 章 { 正 阿 ; 随 
机 微分 方程 所 取代 : 
ax) = KXM dt + oX dW, 
{0} = 


Fo, 


L 


其 中 W(t) 是 dtaa, RET d 个 互相 独立 的 干 抗 源 。 一 
不 典型 的 说 子 就 是 股票 的 价格 t 时 刻 的 第 i 种 股票 的 愉 格 订 以 
用 X(t) 的 第 i 个 分 量 来 描述 (后 面 将 详细 介绍 ). 我 们 可 以 这 样 来 
直观 地 解释 (1.3) 的 解 XO: 在 现在 时 刻 t+ = 0 系统 从 给 定 的 初始 
状态 zo 出 发 ， 按 照 (1.3) 给 出 的 规律 运动 ， 它 在 未 来 时 刻 T 的 状 
态 X(T) 是 一 个 随机 变量 ， 在 现在 时 刻 # = 0 我 们 是 无 法 确定 出 
X(T) 的 值 的 ， 只 有 当 随 着 时 间 的 变化 了 变 为 “现在 时 刻 "” 时 我 们 
才能 观察 到 X(T) 的 精确 信 {股票 的 份 格 是 一 个 很 好 的 例子 ). 具有 有 
上 述 特 点 的 随机 过 程 被 称 为 适应 过 程 (后 闸 将 详细 定义 )}， 适 应 性 
是 随机 分 析 理 论 中 药 一 个 非常 重要 的 基础 岂 念 . 

我 们 立刻 体会 到 ， 这 一 适应 性 的 要 求 使 得 贿 机 微分 方程 (1.3) 
钥 的 存在 唯一 性 变 得 与 (1.1) 非常 不 司 了 : 在 有 随机 干扰 的 情况 下 
的 存在 唯一 性 并 不 意味 闭 可 以 通过 现在 的 初始 状态 精确 地 预测 中 
未 来 时 刻 T 的 状态 ! 它 实际 上 是 一 种 统计 意义 上 的 存在 唯一 性 . 

以 下 我 们 转 而 考虑 常 微分 方程 (1.2) 在 不 确定 情况 下 的 推广 ， 
即便 向 随机 微分 方程 ， 我 们 仍然 要 求 方程 的 解 是 适应 的 ， 应 该 注 
SIR- EREE: 它 意味 着 我 们 能 够 道 过 将 来 了 给 定 的 
一 个 [一般 可 以 是 随机 的 ) 目标 确切 地 计算 出 现在 时 刻 的 “起 点 ” 
误 出 这 一 要 求 乍 一 看 起 来 似乎 不 现实 ， 为 了 更 好 地 理解 ， 下 面 我 
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非常 典型 的 . 

我 们 将 模型 充分 化 简 ， 设 在 一 证 券 市 场 中 只 流通 两 种 证 券 ; 
一 种 债券 和 一 种 股票 . 债券 是 无 风险 的 ， 今 天 买 1 元 的 情 券 明天 
连 本 带 利 可 获 1.2 元 . MARSA RL: SAR CHRR, 
而 明天 是 否 获 利 就 机 看 运气 ,者 是 “好 运 天 "”, 它 能 值 1.4 元 . BE 
是 “ 坏 运 天 ” 删 它 只 值 1 元 . 设想 有 一 个 投资 者 为 明天 制定 了 一 个 
“财政 日 标 ”: 


AE PIS”, BAR 4 元 ， 右 是 “ 坏 运 天 “要 获 b 了 元 ， (1-4) 


问题 是 ， 他 今天 要 投入 包 少 元 才能 实现 这 一 财政 目标 ? 
这 是 一 个 初等 代数 问题 ， 设 他 今天 要 投入 ¥ 无 ， 其 中 用 2 元 
买 股票 (从 而 用 YY- 2 soe fits). 则 (1.4) 等 价 于 下 列 代数 关系 


l2y+0.22 =a, 、 
{ l.2y —- 0.22 =h, (1.5) 


显然 这 一 方程 组 有 唯一 的 解 : 


5 5 
y= Ta (2 tb), z= 3 (a — b). (1.6} 
这 里 要 强调 一 下 解 的 存在 唯一 性 的 意义 ， 投 资 者 要 想 达 到 明天 的 
财政 计划 ， 那么 他 今天 的 决策 必须 包括 (y,z) 两 部 分 . 他 不 仅 要 决 
定 今 天 的 总 投入 4 而 且 还 必须 将 其 中 的 元 { 即 风险 部 分 ) 用 来 
买 股票 。 经 济 术 语 为 投资 组 合 (portfolio}. 

上 上 述 便 子 虽 简单 ， 但 它 深 刻 地 反 喘 了 倒 向 随机 微分 方程 所 要 
处 理 的 问题 的 实质 .这 个 投资 者 今天 无 法 预知 他 明天 的 收益 ， 这 
bE PRA, BS RS RNA Re. PRP, wm 
A Be 13 1B BY LB a eS A ER fe A A BY HR 
的 不 确定 收益 。 (注意 到 这 里 处 理 的 虽然 是 “不 确定 收益 * 问题， 
实际 上 ，“ 确 定 收益 问题 ”只 是 它 的 特殊 情况 ， 即 a = b. 有 趣 的 
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是 ， 此 时 风险 部 分 投资 为 零 . 这 一 现象 在 倒 向 随机 微分 方程 中 也 
出 现 . ) 

上 述 例 子 所 处 理 的 问题 很 有 代表 性 . 大量 的 投资 决策 以 及 很 
多 工程 决策 中 都 会 过 到 类 似 的 问题 ， 我 们 特别 强调 上 述 例 子 所 算 
出 的 解 ， 即 投资 决策 的 结构 ， 投 资 者 不 仅 需 要 投入 yy 元， 并 且 还 
必须 将 其 中 的 z 元 买 股票 才能 达到 既定 的 财政 目标 . 这 一 点 向 我 
们 提示 了 我 们 要 引入 的 个 向 随机 微分 方程 将 与 正 向 随机 微分 方程 
及 正 向 或 倒 向 常 微分 方程 在 结构 上 的 本 质 差别 .因为 我 们 不 仅 要 
确定 今天 的 总 投入 ， 还 必须 同时 确定 其 中 的 风险 投资 . 

IPP1] 中 提出 的 倒 向 随机 微分 方程 (以 下 简称 BSDE) 正好 适 
用 于 处 理 这 一 类 问题 ， 它 的 典型 结构 是 


{ —d¥(t)= g({¥(t), 2(t),t}at — 2(t)dW (t), 1.7 
A (1.7) 


Y(T) = 


这 里 是 一 个 给 定 的 Fr 可 测 的 随机 变量 (— TRA: 它 
BHAGAT 时 刻 才能 确定 的 量 )，(Y{t), Z6) 是 两 个 要 同时 求解 
的 过 程 .与 前 面 的 例子 的 一 个 怡 当 的 类 比 是 ， 0 时 刻 代表 今天 ， 
T 时 刻 代表 明天 ， 了 (0) 对 应 y, Z(0) 对 应 z. 

PP] 的 主要 结果 是 关于 (1.7) 的 解 的 存在 唯一 性 定理 . 粗略 
地 说 ， 只 要 yg 和 & 满足 适当 的 条 件 ， 则 存在 唯一 的 一 对 随机 过 程 
(YC), 2(0)) 满足 BSDE (1.7). 特别 地 ， 当 + 二 0 时，{Y(0), Z(0)) 就 
唯一 地 被 确定 . 这 就 给 出 了 为 达到 明天 的 目标 而 今天 (以 及 今后 每 
一 步 ) 需要 做 出 的 次 策 . 我 们 看 到 ， 倒 向 随机 微分 方程 (1.7) 在 结 
构 上 与 正 向 随机 微分 方程 (1.3) 及 倒 向 常 微分 方程 (1.2) 的 显著 差 
a. 这 一 点 也 许 是 个 向 随机 方程 的 研究 起 步 晚 的 另 一 个 原因 ， 我 
们 再 回 过 头 来 看 一 下 方程 组 (1.5) 的 解 {1.6). 它 反映 了 金融 学 里 的 
一 个 典型 的 现象 ， 如 果 投 资 者 明天 的 目标 是 非 负 的 a > 0, b> o 
他 一 定 不 会 赔钱 ), 并 且 a+b > 0 ( 即 他 有 获 益 的 可 能 性 } , 则 他 今 
天 的 投入 y 必须 是 正 的 ， 这 一 点 在 金融 数学 中 被 称 为 满足 无 套利 
(no-arbitrage) 条 件 ， 关 于 这 一 点 在 倒 向 随机 微分 方程 中 也 有 对 应 


$0.» 


NAGS, ERAT rh EH. 太 家 知道 ， 正 向 随机 微分 方程 是 正 网 常 微 
ARP ARIE: So 20 时 (1.3) 就 退化 为 (1.1) 了 . 
读者 自然 会 问 ， 如 何 将 倒 向 随机 微分 方程 (1.7) BE a 
方程 (1.2) 的 推广 呢 ? BRA: 当 9 和 & 都 不 具有 随机 性 时 ， 

程 (1.7) BOAR BIB ILA (Y(t) = y0), Zt) 三 0 EP yf) 是 一 ra 
定性 的 过 程 (从 而 是 适应 的 ), 它 满足 下 面 的 常 微分 方程 


一 中 下 = gly(t), 0, 2), 


yT) = (1.8) 


从 而 (1.7) 退化 为 (1.2) 的 形式 . 这 一 点 是 方程 (1.7) HEEE — tE 
(UL xe RE 21) 的 一 个 简单 推论 ， 

or EAT: 正 疝 厂 机 微分 方程 的 解 将 今天 的 确定 状态 (初始 条 
件 ) 变 为 明天 的 一 般 是 不 确定 的 状态 ,以 研究 其 统计 规律 ， 而 倒 问 
也 机 微分 方程 的 解 将 明天 的 {一 般 训 以 是 不 确定 的 ) 目标 变 为 今天 
RH ERAS, CESARE. 

AN Et SP 28 Si) ALA EP UL eo e 
HAMIL HAA: FEF WRASSE HE 
理 ， 第 3 节 介 绍 比 较 定 理 ， 它们 是 这 一 理论 的 基础 . 从 第 4 TI 
始 我 们 用 4 节 篇 帆 介 绍 非 线 性 Feynman-Kac 公式 和 Bellman af 
态 规 划 ， 并 由 此 证 明 一 类 推广 的 Hamilion-Jacobi-Bellman(HJB) 
产程 的 粘性 解 的 存在 性 ， 这样 也 顺便 完成 了 一 维 情 沈 下 的 非 线性 
Feynman-Kac 公式 的 证 明 ， 这 几 节 里 所 涉及 的 处 理 技 术 在 BSDE 
及 相应 的 (金融 数学 中 的 ) 随机 优化 中 是 非常 典型 的 , 而 大 部 分 结 
论 是 近 几 年 才 获 得 的 . 我 们 对 推广 HJB 方程 这 一 类 的 全 非 线 性 二 
阶 椭 加 性 偏 微 分 方程 的 讨论 采用 了 随机 的 技术 ， 不 假设 读者 具备 
候 微 分 方程 的 基础 ， 在 第 8 节 介 绍 从 叙 向 随机 微分 方程 的 解 引出 
的 一 种 推广 了 的 数学 期 望 一 一 vy- SS 


-Q> 


uf 
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§ 2. 倒 癌 随机 微分 方程 


ERF PIA —-P 3S T o- 代数 流 {三 的 概率 空间 ， (Who 
是 其 上 的 一 个 他 维 标准 Brown 运动 . 我 们 设 (Fo Æ (Wi) HER 
r- 代数 流 : 

天 一 o{N, c{W,0<3< Hy, 


其 中 是 AWO < s< oc} 的 P- 零 测 集 全 体 ， 一 个 向 量 值 随 
机 过程 X: = X(w,t) BRA Fr TEA BY (F) -adapted), 如 果 对 于 每 
一 个 t € [0col, (Xi) 是 关于 (A) 可 测 的 随机 变量 . 直观 地 讲 ， 
(五 ) 代表 了 直到 t 时 刻 我 们 所 能 掌握 的 信息 . 而 x. 是 (A) 适应 
过 程 则 是 说 对 任何 时 刻 to 我 们 都 能 确定 X: 在 to 时 刻 以 前 的 轨 
道 . 本 节 仅 限于 讨论 关于 (4)- 适应 的 随机 过 程 . 这 意味 着 对 于 任 
何 当前 时 刻 to, X: 在 to 以 前 的 行为 是 可 以 完全 确定 的 ， 而 此 时 过 
程 的 随机 性 (或 不 确定 性 ) 只 表现 在 to 时 刻 以 后 ， 即 将 来 行为 的 
不 确定 性 上 ， 

注 (Fo 是 由 Brwi 运动 产生 这 一 限制 是 可 以 放宽 的 ， 但 为 
阐明 问题 的 实质 ， 我 们 仅 限 于 在 这 一 框架 下 讨论 。 对 一 般 情况 有 
兴趣 的 读者 可 以 参见 [B]. 我 们 还 仅 限 于 讨论 给 定时 间 区 间 [0,7] 
上 的 平方 可 积 的 随机 过 程 . 

我 们 分 别 用 (YA | 来 记 一 个 Euclid 空间 R 中 的 标量 积 
和 范 数 , WE EAE (FL) 停 时 7, 我 们 以 MO, 7 UR") 记 满足 


E | |v dt < oO 
C} 


的 【无 )- TEAR) R- 值 的 过 程 全 体 . 它 是 一 个 Hilbert 空间. 
本 节 讨 论 以 下 形式 的 BSDE 


T T 
n= g(s, Yar Za)jds— f Z,dW,. (2.1) 
t i 


ee | 


HRANE E: 寻找 一 对 Fe TE (Fa, Zo e MT, R” x 
IR™**) 满足 BSDE(2.1). 

+ 很 多 读者 容易 对 “一 对 过 程 的 肉 一 性 ”这 一 点 产生 疑问 . 
这 里 作 进一步 的 说 明 . 此 处 的 唯一 性 ,就 是 指 在 M (0, T; IR™**) 空 
疗 中 的 存在 唯一 性 ， 即 如 果 有 了 商 个 过 程 (Yi, 21) 和 (722) 都 同 
时 满足 (2.1), 则 必 有 


T T 
E 1 y2 — zl z240. 
f Yt — Y| dt = 0, e f æ; — Z| dt = 0 
但 是 还 要 注意 的 另 一 点 是 ，( 玉 2 的 存在 唯一 性 意味 着 过 程 了 也 
被 唯一 确定 了 . 
注 解 (Yn 31) 的 存在 唯一 性 意味 着 (Yi) 是 如 下 的 It6 过 程 
Yt = Yo— » Vs, Za ds 2sd 
0 | g(s ) +f | 
OOP TE AR oy A Fy eT o t. 
我 们 先 考 虑 一 个 简单 的 情况 ， 即 g 是 实 值 的 并 且 不 含 变量 
(y,2) BI. 
引 理 2.1 HTAR E cL, Fr PR) 及 满足 如 下 条 件 
T 
IE Q d 2 Ca 
(f lodiit? < 
的 go(-), 存在 瞧 一 的 一 对 过 程 (Yp Z) E M0, T; R+), 满足 
To ` T 
¥, = e+ | gots)ds— f Za. (2.2) 
此 时 若 gol) € MOT: R), 则 我 们 有 下 列 基 本 估计 : 
T 
| 到 | + | Siva 4 2 加 下 


T' 
< BP EPA?) + BE f lgo(s}[te®@ ds. (2.3) 
È 


«Qt. 





HP Perks i= OR es 


特别 地 ， 
_ Prag 
vor +e f Ba + z. kde 
H , n 
< ENE PeT + EE | |ao(s)/PePeds, (2.4) 
(} 


其 中 5 是 任意 给 定 的 正常 数 . 
证 阴 我 们 记 
T 
M, = B” ads]. 
e+ / go(s)ds| 


(Mi) 显然 是 平方 可 积 的 (F) $. H Brown 园 的 大 机 积分 表示 定 
理 ， 存 在 唯一 的 适应 过 程 (2:) E€ M0, T; R’) 使 得 


t 
Mi = Mo +f 2,dW,. 


ü 


从 而 有 
T 
Ah = Mr 一 f Z dW. 
t 


我 们 记 
t T 
Y= Me | go(s)ds = mr- | ao(s)ds— f z.dW,. 
注意 到 Mp = E+ fo gols)ds, 从 而 立刻 得 (2.2). 


唯一 性 是 估计 (2.3) 或 (2.4) 的 简单 推论 ， 我 们 只 要 证 明 这 两 
个 估计 就 行 了 .为 证 (2.3), BRIERE E EA gol) 是 有 界 的 情 


ot. SEIN eB 
T 
Y, = E” e+ ote 
t 








NY, BAR. ERE 下 CH 1t6 公式 应 用 于 [YP 得 
了 | 
| 到 + f BLY, |? + |Z.|?]ef’ds 
t y | 7 
= |é ef? + f 2Y,90(s)e ds 一 f eroy, Z dW. 
t i 


由 于 OY, 是 (Fo WH, RAE LARK (Fo 的 条 件数 学 
期 望 得 
T 
y, + E” f [8 到 + |Z-|*Je*ds 
t 
T 
= Hg E| eF 十 ET f 2Y gols )ef ds 
t 
大 2 BT x { [8x2 2 2| .6s 
< BP Eet + B EIP + Slao)? | eds, 
t 


由 此 立 得 (2.3) 和 (2.4). 
WF ER pH 有 界 性 不 成 立 的 一 般 情 况 ， 我 们 可 以 记 
上 AVI- gals) := (gals) An) YY (—n), 


T T 
YP := m+ f (ods - f Z dW. 
t . t 


Er AFETE TERY n A k En E, gn 及 g 都 是 有 界 的 ， 
从 而 有 估计 


T 
wep we f [Sl + Zr] Pd 
t 
D T 
< pT jer |2eP T-t) 十 zE” f [gë (s72 ds, 
t 
VAR 
"B 
E f [Sle — YF? 4 |Z — Zt Ple" ds 
0 
2 T 
< EE ~ ete E f gg C) ~ abs) Ped 
心 


Qa 


第 二 个 不 等 式 说 明 过 程 1 人 和 12"} 都 是 MO, T) 中 的 Cauchy 
O EJIL AMER- TERERAA n H oo 即 得 (2.3). a 
FARAR ARE FY BSDE (2.1) T. iH 


g = g(w,t,y.z):%x [0, T] x R™ x RTS R™ 
ME: WEP 2) € R" x R, ol, y,z) E R- 和 值 的 
(五 )- 适应 的 过 程 ， 并 满足 

T 
f lo(-,0,0)|ds € £7°(0, Fr, P; R). (H2.1) 
0 
我 们 还 假设 5 关于 (y, 2) RAE Lipschitz RA: Vy, y € R”, z, 2’ € 
Rr 
la(t,y,z) — glt,y’,2")| < Ciy yie [2 Ty- (H2.2} 


下 面 就 是 本 节 的 主要 定理 : AML BoA BY eee. 
定理 2.2 设 9 满足 (H21) 及 (H2.2). 则 对 于 任何 给 是 的 终端 
RAE E © LIO, Fr, P R™), BSDE (2.1) 在 在 唯一 的 解 ， 即 存在 满 
E (2.1) 的 唯一 的 Fe 适应 过 程 (Y, Z) e M(0, T, R” x R’). 
证 明 我 们 在 基本 合计 式 (2.3) 中 国定 8= e + et) RPC 
是 g 的 Lipschits 常数 . 我 们 需要 在 空间 M0, T R 中 引入 一 个 
与 SARAH: 


[baal 一 j E As 
rat ila 一 VE ies 7 č ds} 


它 显 然 等 价 于 MOT R) 原来 的 范 数 ， 但 我 们 将 会 看 到 ， 它 更 
适 于 用 来 构 斗 我 们 的 压缩 睦 像 ,我们 应 用 引 理 2.1, 通过 


T T 
= E+ f gls, Yes Za jds == f ZedW, 
上 t 
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ee 


引进 我 们 所 要 的 映像 
(¥., ZO = Iflg., 2.) : MO, T; R” x R>) — M(0, T; RY x ROXY, 


FERAE beet Saat I o TAER EAR S. 
对 AM(0,T; R x R” 的 任意 两 对 元 素 mo Rahi 


(Y, Z) 一 iliy, 2)], (Y", Z) = Tiy, z H, 


BERS G, Ð= (y -y z- z), 8 2) = (Y-Y, Z-Z). k 
基本 估计 (2.4 得 


P A p p 9 T 
Ef ERPs ZE] \g(s, 9.9) ols yz) Peds, 
a 2 ê di 
由 于 g 满足 Lipschitz RH, MA 
T 2 T 
E f Hai + 有 | eds < e | HP? + le ds, 
o 【2 a 0 
由 此 令 6 = 8(1 十 C?) 得 
T -, pi 1 T 
Ef D+ eds < 3E | Ba + I2] ds, 
ü O 


或 
IKF, Zille < alla lia. 


从 而 了 是 MOT; R” x 页 xd 中 的 一 个 严格 压缩 映像 ， 由 不 动 
点 定理 知 它 有 了 唯一 的 不 动 点 ， 从 而 BSDE (2.1) 有 唯一 的 解 . a 

基本 估计 (2.3) 和 (2.4) 还 可 以 用 来 证 明 BSDE (2.1) 关于 参数 
的 连续 依赖 性 ， 设 (了 ,21) 和 (7Y?1,22) 分 别 是 下 述 BSDE 


T 
Yj =g 4 +f lo(s, ¥2, Z1) + otalds — f ZigW, (25) 
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T T 
ye=e+ f YAZD + ds- f zaw, Q8) 
i + 


的 解 . Fp See EE) fl £7 E LH, Fr, PR”) 中 的 给 定 元 素 ; 
pl 和 pg? 是 AM{0,T; 避 "中 的 两 个 过 程 ，g 如 前 一 样 , 满足 (H2.1) 
及 (H2.2). 在 区 间 jt T] 上 对 |Y? 一 Y2j2epts- 应 用 6 公式， 用 
与 前 面 类 个 的 方 续 可 得 下 面 定 惠 中 的 估计 (2.7). 

定理 2.3 BSDE (2.5) 和 (2.6) 的 解 的 差 满足 


T 
y? — YP + 2B f [Y3 — Y2|? + |Z} — Z2] ds 
t 


< ETJE — £2 eT + Er f jes — Pole tds, 
t (2.7} 
其 中 如 = 16(1 +C’). 
对 一 个 面 定 的 如 E [0,7], 我 们 记 


FP =a{N Uc{B, — Bito <3 < th}, te [to 下 


PF mR Bits BSDE (2.1) 唯一 性 的 一 个 简单 的 推论 . 

命题 2.4 我 们 仍 设 9 满足 假设 (H2.1) 和 (H2.2). 者 对 于 某 一 
个 给 定 的 to € [0, 了 及 对 于 每 一 个 (9,2) € RY x RY”, g(-,y,2) 
在 区 间 to T 上 还 是 (Fr) 适应 的 并 且 5 © (0, FE, P R™). 则 
BSDE(2.1) 的 解 (Y.D) 在 区 间 toT) LEE (FE) 适应 的 .特别 
地 ， Ye 及 Zi, 都 是 常数 . 

WEAR ic (Y°, ZO 为 区 间 [to, T] Ef) BSDE 的 (Fo)- 适应 解 : 


T T 
rr -e+ f gls, Y}, Zi)ds - f ziaw?, 
t t 


其 中 我 们 记 WP = Wi 一 Wio. 注意 到 (3 )to<s<7 是 区 间 [to,T] 上 
的 (F,°)-Brown 运动 . 但 另 一 方面 , 过程 (Yf, Zieacser 也 是 (Fi)- 
适应 的 而 且 


T T 
f ZidW, = j ZidW?, +t & to, T]. 
t t 


+ F 


然而 由 唯一 性 知 ， 在 区 间 to T] 上 ， BSDE (2.1) 的 解 (Y,2) 与 
(YZ Be, AMRF (Ff) 适应 的 E 

注 3.5 BSDE (2.1) 的 一 个 特例 是 ，“ 是 确定 的 并 且 对 于 每 一 
个 (y, 2) © R” x ROY, of, y,2) 是 确定 的 过 程 ， 这 时 BSDE (2.1) 
的 解 (Y, 2.) Bh (YoC), 0), 其 中 KY) 是 下 面 的 党 第 分 方程 在 区 
fe] [0, 7} BS AR: 


—¥p(#) = g(t, Yo(t), 0), YolT) = €. 


这 个 “平凡 ”的 解 有 一 个 经 济 学 上 的 非 平 凡 的 解释 ， {在 一 个 完全 
的 市 场 里 ) 车 投资 者 要 达到 一 个 完全 确定 的 目标 ， 那 么 在 整个 投 
资 过 程 中 他 不 能 进行 任何 风险 性 投资 ， 他 只 能 将 他 的 钱 投 资 于 债 
状 . 


$ 3. 一 维 情况 ， 比 较 定理 和 半 群 性 质 


这 一 节 我 们 只 限于 讨论 一 维 情 况 下 的 BSDE, BF g (ATI y) 是 
实 值 的 (mm = 1). 这 时 的 BSDE 有 一 个 重要 的 性 质 ， 比 较 定 理 . 我 
们 将 介绍 稍微 更 一 般 意 尽 下 的 BSDE 的 比较 定理 区 可 以 是 右 
# AR (RCLL) oR. 一 个 过 程 称 为 是 右 连 左 极 的 (RCLLD), 如 果 
它 的 几乎 所 有 的 样本 都 是 右 连 续 旦 具有 左 极限 ， 一 个 右 连 左 极 过 
程 (4(-)) 称 为 增 过 程 ， 如 果 它 的 几乎 所 有 的 样本 都 是 单调 增 的 并 
H Ao(w) = 0. 


考虑 下 面 的 问题 ， 求 一 对 过 程 (Y,2) © MI(0,T; RY! 满足 
BSDE | 


T T 
Y= Et f g(a, ¥,,Z,)ds + (Vr 一 有) 一 | Z,aW’.. (3.1) 
其 中 (V) 是 如 下 给 定 的 RCLL 过 程 


[VE M{0,T; R) 且 supper B\V/? < o. {3.1) 


- 和 


. mp lr ee rer ee or ree i. i: 


今后 我 们 用 £4-(0, 7; R) 表示 满足 (H3.1) 的 RCLL 过 程 全 体 . 

下 面 的 结论 是 定理 2.1 的 薪 单 推论 ， 

命题 3.1 假设 (H2.1),(H2.2) 和 (H3.1) RE. 则 对 每 一 个 & 
LR, Fr, P: R), 存在 唯一 的 一 对 过 程 (Yp, Z) € M(0, T; R+) BB 
Æ BSDE(1.1), 并 且 (Yı + V) 是 连续 的 ， 我 们 还 有 如 下 估计 ， 


E sup |n|" < co. (3.2) 
O<t<P 


证 明 当下 三 0 时 就 是 定理 2.2. 而 一 般 的 情况 可 通过 引入 一 
ARER Y: := 下 十 政司 问题 变 成 处 理 一 个 等 价 的 BSDE 


T T 
Yi.=f4Vrt+ f gls, Y. — Vs, Zajda — f Z, dW. 
t t 
Mit sh (3.2) 是 由 
t T 
E sup | | Z,dW,|? < co, E f la(s, Ya, Za) | ds < co 
ü 0 


O<e<T 


推 得 的 ， i 
对 于 给 定 的 随机 变量 


Ee (R, Fr, P:R), (3.3) 
记 (¥,Z) e L20, T; R$) 为 下 列 BSDE 的 解 
T l T 
¥Y,=€+, s, Y., Zde + (Vr — Và | Faw,. 3.4 
E+ f al jds + (Vr — Vi) f (3.4) 
下 而 的 估计 与 (2.7) 的 证 明 是 完全 一 样 的 . 
命题 3.2 设 (H2.1),(H2.2) 和 (H3.1) 成 立 ， 则 BDSE (3.1) 和 
(3.4) 的 解 的 差 满足 下 面 的 连续 依赖 性 ; 


T 
E sup lV- PP + | |2 -Flds < CE- (3.5) 
OLET 0 


+ OG. 


| BSDE 


FRHLS ZB BIER ABN. hse [PS] PRG. 
文章 [EPQ] 和 [PP4] 又 简化 了 [P5] 的 证 明 . 严格 比较 定理 是 在 
P10) 中 给 出 的 ， 以 下 的 证 明 方 法 取 自 EPQ]. 
定理 3.3 (比较 定理 ) 我 们 的 假设 同 命题 31. 如 果 (Y,2) 是 


y.=E+/ a, +- | Z dW, (3.6) 
È 


1 


HE, HA (G): € 30,7; R) ME e LN, Fr, P:R) 都 给 
定 ， 满 足 
£ 之 E, g(t, Y ] 之 oe 4.5.,4.€., (3.7) 


Awev—V 为 增 过 程 ， 则 有 
Y> Y; de.n.8.. (3.8) 
此 时 我 们 有 (严格 比较 定理 ) 
Y=¥o = = g(s, Yan Z) =, 且 人 三 站， (3:9) 
证 明 ”为 简单 计 ， 我 们 只 证 Brown 运动 为 一 锥 的 情况 ， 即 
d= 1. 我 们 记 ¥ 一 Y-Y,Z 一 Z-ZE = < 一 上 9。 一 gla, ¥ es Ze)—Bes 
V=V-V. 此 时 有 


{ df, = (a,¥,+6,2,49)ds + dV, — Z,dW,, 


Yr £, 
其 中 
— | TY 一 了 了 Ys 天 Ys, 
ths 加 
0, BY. = Yas 
ba = | 加 一世， ? Ai La F 4 ay 
0, 若 Z。 一 a 
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ae ee 


由 g 满足 Lipschitz 条 件 知 ， |a.)< C H |b,i cc. 我 们 令 


和 1 t t 
Qi := exp p naw, -3 f sds + f aud} , 
0 2 Jo 0 


Ae ia [0,T] 上 对 乘积 QY, 应 用 tô 公式 并 取 期 望 得 


T T 
Y= Æ Pror 十 f tt 十 f au > 0. 
0 0 


由 此 知 ， 对 +=0 EL. Me > 0 情形 证 明 类 似 . 上 
例 3.4 实际 应 用 中 经 常 对 以 下 两 个 BSDE 进行 比较 : 
T T 
yl =! +f o(s, Y2,21 + ctlas— f ZidW, (3.10) 
和 
T T 
Y= f to(sv2,Z2)4elds- f ZidW,, (BAD 
t Ł 


其 中 cl), ¢7?(-) MOT, R). ERRAR cl > cae as, RE > E 
as, 则 容易 由 上 面 的 比较 定理 知 ， > Yanasa e. 在 金融 市 场 
中 (如 Merton AE) c) 代表 投资 者 的 消费 率 ，Y(t) RAED 
t 时 刻 的 财产 ， 而 ZO WARE NAIR RRR. 这 时 
比较 定理 可 以 作 如 下 解释 ， 如 果 一 个 投资 者 想 在 将 来 的 一 个 时 记 
达到 较 高 的 财政 目标 ， 那 么 他 或 者 现在 必须 投入 更 多 的 钱 ， 或 者 
在 了 时 刻 以 前 较 少 消费 . 

例 3.5 我 们 来 考虑 BSDE (3.10) 的 一 个 特殊 情况 ，g(s,0,0) = 
0. LANE, He? =O A E =0, M BSDE (3.11) 的 唯一 的 解 是 
(¥?,22) = 0. GME € 和 cl(-) 都 是 非 负 的 ， 那 么 (3.10) 的 解 
Y 也 是 非 负 的 . 而且 这 时 我 们 还 有 


y=0 <> cl =0 Bé'=0. 
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en ee ee mm- … . 


这 一 结果 有 一 个 金融 学 的 解释 ， 这 样 的 金 册 市 场 是 无 营利 的 (no- 
arbitrage): 如 果 一 个 投资 音 想 在 将 来 时 刻 工 获得 一 -个 无 风险 的 获 
利 机 会 ( 即 E > 0 A EEC > 0), 那么 他 在 当前 时 刻 t= 0 必须 投 
yg > 0. 

例 3.6 我 们 设 g(s,0,0) =0 B E> 0, Lf] > 0. SRTHSES 
数  € (0, 00) 的 BSDE: 


ro T 
Yè =a f a(s, Y, Zad — f Z*W. 
t t 
此 时 可 以 证 明 
lim Y$ = +o. 
六 | oo 
事实 上 ， 我 们 可 以 将 它 与 下 面 的 BSDE 的 解 比较 
T T 
Pi =e focciril-(@inas- | Raw, 
[i cat 


其 中 CC 是 9g KF (yz) 的 Lipschitz 常数 . 申 比 较 定理 得 

G 对 每 一 个 > OY) > Yh: 

Gi} 4 A=1 na Y, > 0. 
但 注意 到 以 下 事实 ， 对 每 一 个 X > 0, 我 们 都 有 YS =Y, H 
Z, =dZ,. 由 此 及 (i), (i) 得 


Yè > Vo =A¥ot x. 


上 面 的 例子 用 金融 学 的 术语 可 作 如 下 解释 如 果 一 个 投资 着 
想 司 其 资产 在 一 个 将 来 时 刻 工 达 到 充分 高 的 数学 期 望 ， 那 他 就 必 
须 在 当前 时 刻 1=0 投入 充分 多 的 钱 . 

习题 3.7 试 证 也 是 在 下 述 意 义 下 上 有 界 的 : 


¥> < AY, 


"102: 


其 中 Yo 是 一 个 常数 . 
我 们 在 82 中 己 经 谈 及 ; 尽管 BSDE 的 解 总 是 由 一 对 过 程 (Y, 2) 
来 描述 . 但 是 其 “主要 部 分 ” 则 是 前 一 项 Y, 以 下 我 们 将 看 到 ， 过 
EY 还 满足 “后 向 半 群 ”的 命题 。 为 此 我 们 引入 下 面 的 定义 . 
WHEW. <TR ne POF, PR), 考虑 下 面 的 定义 
于 区 间 [0,2,] 上 的 BSDE: 


ti ty | 
Yr =F +f GÍS, Ys, Ze)ds 一 f z,dwW,, r€ Ū, tl- (3.12) 
T 到 > 


RETE ersi 我们 定义 
Gra [M] = Yr LN, Fas P; R) => LN, Fp PR),. (3.13) 
由 BSDE WE— t, RIA, MP t< 7 < hy, 有 | 
Gee [n] = Ger [Y>] = Ger [Gres fn]. (3.14) 


定理 3.8 我 们 假设 (H1.1) 的 人 及 (H1.2) RX. MGA 
以 下 性 质 ; 


@) Ga 网 = Guta [Guai]; WLU Sta <t 

(ii) lim,7, Grelin) = 4, Wy e LQ, F, P; R); 

(iii) lims oo Æ|Greli] - Grela]l? = 0. £ Eln — nl > 0; 
(iv) > 72, as. => Gralm) > Gre), as; 
(v) ET Gra(m) — Gre(m)|? < CE m — m|? a.s., 


其 中 全 和 (ii) ABT GAS “Seka EDT. (iii) 和 (iv) 分 别 


描述 了 这 个 半 群 的 连续 性 和 单调 性 . 
注 3.9 一 个 特别 有 趣 的 情况 是 当 g 满足 
g(s, Y, z)|z=0 = 0 (3.15) 


的 时 候 ， 此 时 显然 有 ， 对 任何 0 <r <t<T, 
Grin =m E LN, Fp, PR), (3.16) 


并 且 

Grein) = Gerin), Va E £°(0, Fa, P; R). (3.17) 
AE, ERME EE] := Gorio, 则 EL] 成 了 一 种 非 线性 形式 的 
“SS SAE”: 它 保留 了 数学 期 望 的 除了 线性 性 以 外 的 所 有 性 质 ， 
即 单调 性 、 连 续 性 和 常数 不 变性 (Efe = c). 我 们 称 EE 为 关于 
7 的 了 期望. 我 们 将 在 88 讨论 这 一 概念 . 


§ 4. 与 It6 型 正 向 SDE 耦合 的 BSDE 


本 节 我 们 考虑 与 经 典 的 ( 正 向 ) 随机 微分 方程 (SDE) 相 联 系 的 
BSDE. 为 此 我 们 考虑 以 初始 条 件 G O € (0,7) x LQ, Fa, P; IR") 
为 参数 的 一 族 SDE 


AXES = b(a, XPds + o(a,X™ dW, sft, T), 


4,1-1 
Xi" = ¢. EED 
而 其 中 我 们 最 感 兴趣 的 是 5 为 确定 性 的 情况 C= re R’: 
tr pr tay tT 
dX, =6(8, Xa \ds +a(s, X )dW,, sclti T], (4.1-2) 


Lio 
A, =a, 


这 里 对 于 性 何 给 定 的 re WR”, b(-,2) A olr) 分 别 是 取 值 于 R” 
和 IR? * 的 有 界 的 且 关 于 (Fo 适应 的 过 程 . 我 们 还 假设 上 和 = 
关于 ww 满足 Lipschitz 条 件 ， vt e l0, T], Yz, x’ € R” 

[Bt, æ) ~ bft, 2°] + jelt, a} alt, x)| < Cla — 2". (H4.1} 
RITHE, Æ LEREZ F SDE (4.12) 有 唯一 的 强 解 ， 并且 对 于 每 
一 个 tE D, T), v, Ç“ = L? (Q, Fa, PIR”) 有 


E| sup (X'S 一 XE EF) < Col — Cl, as., (4.2-1) 
egit, T] 


E| sup | XSP] < Cl, YE € LPI, Fa, PUR"), as.. (42-2) 
a€lt,T] 


这 里 的 常数 Co 只 与 和 o 的 Lipschitz 常数 有 关 ， Cp 只 与 上 和 
o 的 Lipschitz WAA p 有关， 给 定 满足 下 面条 忻 的 取 值 于 R” 
Kae f = f(t.e,y,z) 和 P) 对 于 每 一 个 (x,y,z) € Rx 
R” x R” f(.,2,y,2) 是 有 界 的 (FF 适应 的 过 程 ， 现 (z) 是 有 界 
的 Fr- 可 测 的 随机 变量 我们 设 S 关于 (y, 2) Lipschitz Bot, FF 
且 了 和 于 关于 yx 为 oa-Holder 连续 的 (a c (0,1), 即 对 于 每 一 个 
R” x R" x ROI 中 的 (zy) 和 yr), ROA 


(B(x) 一 更 (2 | + [F(t 2, y z) — Jey) 
< Cly =| + [z — z| + ie- e|), > (H4.2) 


我 们 还 假设 了 和 更 满足 以 下 的 线性 增长 条 件 : 


f(t, 2,0,0)}+}®(e)|< C+ jel), Vee". — (H4.3) 


EWE ARE Pea: J, Xf, yz) M E= PX) 满足 了 
定理 2.2 的 所 要 求 的 条 件 ， 从 而 以 下 的 BSDE 有 了 唯一 的 解 


—dYt* = f(s, X'S, YS, Zijds — ZiSdW,, a €E, T], 
Yi = &(X$5), 49) 
Re A 
fe 4.1 3% (H4.1)-(H4.3) 成 立 ， 则 对 干 任 给 的 t+< 工 以 及 
相应 的 t 时 刻 的 初始 条 件 C, Co E LO, Fa PIR”), RATER EA F fi 
it: 


0 JYE — YEE | < ole — ee, 


G) [VS] < Galt + Id). (4.4) 
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证 明 由 定理 2.3 我 们 有 
Pg CE F(X — O(X2 7) 
+ OE f i If(s, XES YES, ZS) fle, KES VES ZEEN? ds 
< CE” |X" 一 xis" po + CE” f AHE XSS Pads. 
从 而 当 a <1 时， 有 
ys ~ Ye P 


< O( EXS -XEP) CE 上 (Xi KEC Pas] . 
t 


出 此 及 (4.2-1) 和 {4.2-0 BEHR (4.4). . E 


对 于 性 和 何 x E R”, RIE 
ut æ) == YP” lamt- l — (4.5) 


以 下 的 估计 可 由 (4.4) 直接 推出 : 


(i) fut, z) — ult æ) < Co 一 全 于， 


(ii) (eit, s)| < Colt + lej) (4.6) 


” 注 4.2 RE. OL, u SERED POSE. RI 
对 于 每 一 个 ee Rur) 是 一 个 ( 取 值 于 R WA) Ba 
FE. 这 一 斥 是 由 于 我 们 对 于 ' 鲁 (x), fr yz) bt, 2) 及 oft, 2) 所作 
的 较 一 般 的 假设 { 即 对 每 个 a, yz) 这 些 函 数 可 以 是 随机 的 ) 这 
一 点 而 引 超 的 .而 若 进一步 假设 ， 对 每 个 人 bz y, 2), 


b(t, 2) a(t, rjr) f(t, zx, y, z) PTEE, 产 (H4.4) 


这 时 名 就 基 (t.2) 的 确定 性 的 项 数 了 . 实际 上 , 此 时 容易 验证 , 对 于 
每 一 个 (t,0},SDE (4.1-2 的 解 Xi 是 (FO 适应 的 ， 因而 OC XE") 
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为 Fi- 可 测 的 , 并 且 对 于 每 一 个 (y,2) E Rx RO f(s, X12) 
为 (FE 适应 的 过 程 . 从 而 根据 命题 2.4, BSDE 的 解 (7Y4z ,242js € 
t, T], 也是 {天 )- 适应 的 . 特别 地 ，w(t,x) = Yer aa 是 确定 狂 的 . 

注 4.3 一 个 更 特殊 的 情 沈 是 ，m = 1 而且 了 不 含 (y, z), BI 
了 = fitz) 此 时 若 再 假设 (H4.4), WAE u 有 下 面 的 显 式 表示 : 


ult, z) = ejf f(s, 下 aa + (X4) . 


习题 4.4 除了 (H44) REA m = 1 的 很 设 外 ， 再 设 了 = 
c(z)y + folt,z), 试 证 此 时 给 出 著名 的 Feynman-Kac 公式 : 


T a tr | T c tyr 
uta) = E| f ehi (EH fofa, Xb yds + BX Jeh CE], 


习题 4.5 如 果 在 注 43 和 习题 4.4 中 去 掉 假 设 (H4.4), 问 如 何 
oe HY a HERRER? 
以 下 的 讨论 是 针对 一 般 情 况 的 ， 即 不 需要 假设 (H4.4), 从 而 u 
一 般 是 一 个 随机 函数 .我 们 需要 引入 以 下 的 定义 . 
定义 4.6 固定 一 个 te 0,7), ® {AHL CH AQAA) 的 一 
ASB, WE UL, 4; = 且 满足 


A: EF i=1l,-,N; ANDA =O, foriAj. 


这 里 的 六 一 般 是 有 最 的 正 整 数 , BAN Rib N = +o 的 情况 . 
定理 4.7 MHP (CCL, PR"), 我 们 有 


u(t,¢) = YPS. (4.7) 
证 有 明 先 考虑 是 简单 函数 的 情况 : 
N ， - 
C= 5 1 a,Ti, (4.8) 
i=] 


‘LOT: 


其 中 {A}, 是 (0,72) 的 一 个 分 割 ， zi CR" 4 = 1,2,--. 对 
于 每 一 个 4 it 
(Xi, YF, Zi) = (XE, 2b", Zia lese 


5) at 4 


X? 是 SDE 
Xi = r; +f bir, xpar+ f alr, X*)dW,, selt T] 
t t 


WA (Y°, Zi) 是 BSDE 


riž ypa 


T 
Yi=axih+ f fir, Xi, Y$, Zi)dr — ZidW,, 8 € [t, T] 


的 解 . 我 们 将 La REA TAR SA, RART RKM. 
由 以 下 的 管 单 事实 ; 2 PLTi)l1a, = 一 pl; Tila) ER 可 得 


NM 
yx -Sia zif b{r, > x Jari fo( (r JO La Xi} dW, 
t=1 


i=] a1 


Sl Yi = (Zu Xi )+ 


2 一 1 


N N 
f f(r. D la Xi, > 14.¥;, S La, Zi) ar 一 > la, ZidW,., 
4 w= 1 i=l 


i=l i=l 
此 时 由 SDE 和 BSDE 解 的 唯一 性 定理 即 得 


iv 
XPS = So Xa, ` 


tal 


(YE , 235) = >> 14, Zor Zi). 


+ 二 1 
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MAT EM u(t, 23) = Yi 知 


N N 
yst = 5 Yla, = X utt, zila, 
i=] i=] 
= a(t, $ zila) = u(t, C). 
i=l 


aa 6 是 简单 函数 时 (4.7) 成 立 . 
一 般 情 况 5 E L (N, Fa PR”), 可 先 一 个 在 LO, Fi, Py IR”) 
beat C RGR {ci}. 此 时 由 情 计 (4.4) 和 (4.6) 得 到 


EY — YPJ? < Elg — Ch* 40 
和 
Blu(t, 6) — a(t, QF < CEG — C2 o. 


HER ult. 一 信和 8 (4.7). I 

我 们 在 (3.19) RB SSE ABER” Gul MEM. MWER 
们 用 它 来 讨论 u Hh SAER ER: MAK a € (1,7) 和 
n E L'R, Fa PR”) 我 们 有 


-d Y, = f(s, XES, Y,,2,)ds-—Z,dW,, 3 € {0,¢,], 


对 于 每 一 个 + E ft,t), 我们 记 GY, [n] := Yp 由 这 些 记 号 及 二 的- 
EX (W (3.14) 得 ， 对 每 一 个 0<6< 人 了 -4 


t, 1+5, K T 
uit, r) = Gi rE AE )] = Gris [Yas +]. 


结合 (4.7) 就 得 到 以 下 命题 . 
MA 4.8 RIA 


u(t s) = GY elut tH Xh O<6<P-t. (4.9) 


"109. 


一 一 一 -一 一 一- 一 一 ” 


注 4.9 我 们 现在 回顾 注 4.3, 这 今 特例 可 使 我 们 性 会 到 (4.9) 
的 重要 性 . 此 时 不 难看 出 ， 对 于 一 个 光 光 的 函数 ol) 我 们 有 


' t+é 
Gerl XE) = BE [f(s Xi )de+ oft +6, XR]: 
结合 (4.9) 即 得 
“pts 
ult, z) = 五 [/ f(s, XP" )ds + alt + 6, Xp) |. 
t 


WR au EA C21- 函数 ， 则 对 ult+s, XES) ult e) ERA [t t+] 
下 应 用 tô 公式 得 


t+é 
E f {au -+ Eu + fys, XE” }da] =. 
其 中 5 Bi THN AMAR T: 
Lolt,2) = [5 Trloo"D%y) + (De, d], 2). 


2630 0 uv eu fiat A E A: 
Ault, T) + Luft, e) + f(t, rx) = 0. 


以 上 的 形式 运算 表明 在 较 简单 的 情况 下 ， 由 BSDE (4.3) WREX 
出 的 函数 u 就 是 一 个 偏 币 分 方程 的 解 . 这 就 是 著名 的 Feynman- 
Kac AK. 命题 4.8 对 建立 这 两 个 方程 的 解 的 联系 方面 起 了 关键 
的 必用 . 在 下 一 节 里 我 们 会 看 到 ， 在 随机 最 优 控制 理论 里 我 们 将 
445 (4.8) 类 似 的 公式 (事实 上 是 (4.8) 的 推广 ), 即 (推广 的 ) 动态 
规划 原理 ， 它 在 获得 全 非 线 性 的 二 阶 人 篇 微分 方程 { 它 同 时 推广 了 
HIB 方程 和 Feynman-Kac 公式 ) 的 解 的 存在 性 方面 起 了 关键 的 作 
H. | 


习题 4.10 对 于 情况 了 = clay + folt a) Hi (H4.4) 成 站， 
作出 与 注 4.9 相 类 做 的 分 析 . 

习题 4.11 设 (H4.4) RARE TRO ult, a) : 
iR™ x 各 了 一 到 ”满足 下 面 的 PDE 


人 人 x) + Cu(t, æ) + fia, ti, Duo) =0 


- 


是 (u, Duo){s, X*S). ' 
习题 4.12 当 条 件 (Hp 不 成 立时 az) RET (FA A 
应 的 过 程 ， 此 时 是 直面 的 倒 呵 随机 PDE 的 解 ， 


RAM u(T,z) = (e). 试 证 BSDE (4.3) 的 解 (Ypt, Zr A 


~du(t, r) = [Cult, x) + fli, z, u, Duo + 6) + Déait, s)jdt 
— [Duo + (t, 2)|aW,, 
ull, 2) = BT, x) 


[ 见 [P4]). 试 证 如 果 (uv, 4) 是 满足 以 上 SPDE 的 充分 光 请 的 解 ， 则 
(uls, X25), (Due + ¢)(s,XP%)) 就 是 BSDE (4.3) 的 解 . 


8 5. 随机 最 优 控制 与 推广 的 动态 规划 原理 


我 们 把 Atf0,T; R) PHRF U 的 随机 过 程 全 体 记 为 U, U 
中 的 元 素 称 为 容许 控制 集合 ,此 外 是 R HP TRA. AR 
述 简便 起 见 我 们 设 U ERK. 

对 于 一 给 定 的 容许 控制 oC) Ez, 其 相应 的 以 二 为 初始 时 刻 、 
以 CE LUQ, Fa Pi R") 为 初始 状态 的 轨 线 就 是 以 下 SDE 的 解 : 


AXES = b{s, KEY, Us ds + ats, KEG, u,)dW's, SẸ lé, T, 
x= 6 
(5-1) 
Ep b = bita, v) Wo = o(t.2,v) 分 别 是 取 值 于 R” AR 定 
MF [0,7] x R" x RF 的 可 测 函 数 . RATE OM o RF {z,v) BA 
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性 增长 的 ， 关 于 了 是 Lipschitz 连续 的 ， 并 且 关 于 具有 a Holder 
连续 性 ， 其 中 e € (0,1) He: 


|b(é, æ oH [ott av) < COL + lelt fel), 
b(t 2, uv) — b(t, 2’, v9) 4- ot, 2, v)} -— oft, 2’, a) (H5.1) 
< Cija — r] + jv — v'|*), vt e [0,7], Va, 2’ € GR". 


ER, ELERT SDE (5.1) AME— AR. 又 出 估计 (4.2) 得 ， 
Wa, a? € R” 


E” sup (XP? xpe] < calle- e P+" f [一 中 | es 
ae(t,T] t 
| (5.2) 
这 里 的 常数 Co 仅仅 依赖 于 5 和 = KF x 的 Lipschitz 常数 . 
设 了 了 == fitr yz v) 和 O(c) 是 下 述 给 定 实 值 尔 数 ， 对 于 每 一 
个 (2, y, 2,0) € R” x Rx R™™ x R, fle.y,2,v.) 是 (7) 适应 
WAR ALE, O(n) 是 Fr- PMMA ARLE. 我 们 假设 
f KF (y,z) 满足 Lipschitz #4, f Mg KF x 为 Halder 连 
续 ， 即 对 于 每 一 个 R" x Rx R? 中 的 (z,y,z) 和 (2’, 9’, 2’) 


Pie} 7 Pez')| 十 |f (te, Y, =, v) -= Fr, y’, z',v)| 
<C(ly— yf + |z- z] + te- x|“), 


其 中 ce (0,1) 为 前 面 给 定 的 Holder 常数 . RIEBER SM gK 
F x 满足 线性 增长 条 件 : 


Ift x, 0,0, v)| + | zy < C14 zl, vz,v)e A” xU. (HS.3) 


(H5.2) 


映射 oft, y,z) := (XES y 2,0.) ME = B(A ERM e, T] 上 
满足 定理 22 的 全 部 条 件 ， 所 以 下 面 的 BSDE 有 唯一 解 : 


—d¥iGv— f(s, Jise, yiv, VAA Vajda — Zisivdw,, a € [t, TI, 
ype" — (x7). 
(5.3) 
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我 们 还 有 以 下 的 怖 计 : 


(i) yes -— YPEY] < Col -— C1, | 
(i) VPS] < Col + (I), (5.4) 
(ii) YE — VPS" 2 < Co fi wa — vi Pads. 


事实 上 ， 前 两 个 估计 式 可 直接 由 命题 4.1 得 到 ， 而 最 后 一 个 估计 
式 的 推导 则 与 前 两 个 的 相同 ， 我 们 可 以 定义 


I(t, sef) = Yee" 


a= 


这 里 定义 的 了 是 随机 最 优 控 制 理 论 中 的 代价 图 数 (Be H a) 的 
一 个 有 意 疼 的 并 且 非 平 几 的 推广 .特别 地 ， 在 计量 经 济 学 及 数学 
金融 学 里 它 被 称 为 “递归 效用 前 数 ”， 

由 定理 4.2 徊 ， 对 于 每 一 个 $e LO, Fa P iR”), 


F(t,¢;v(-)) = ves"! (5.5) 


ai" 


我 们 注意 (5.5) 的 最 有 意义 的 情况 是 : 《 是 确定 性 的 ， 即 《 = 
z € R. 此 时 我 们 可 以 定义 最 优 控 制 问题 的 值 函数 如 下 ， 


ult, w) := esssup veyeud (t, Ti v{-)). 
一 般 地 说 ， 对 于 每 一 个 给 定 的 (t, 2) u(t, ©) 是 一 个 随机 变量 ,但 对 
F “Markov 情况 ”, 即 当 | 
bof 和 g 是 (tr, yz 0) HOE TE RR (H5.4) 


满足 时 ， 我 们 有 以 下 的 

命题 5,1 设 (H5.1) — (H5.4) 成 立 ， 则 值 函数 ult, r) 是 一 个 
确定 性 的 画 数 . 

证 明 证 明 要 点 是 构造 一 个 满 是 imo Jt x vi(-)) = alt, 2) 
的 容许 控制 序列 v i, 其 形状 为 


N; 
1 > ij 
Ta = Us La;;- 
j=l 
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这 里 vO) RERET U 的 (FD. 适应 的 随机 过 程 ， 并 且 对 每 一 
D i {Ag}, (QF) 的 -个 分 割 . 运用 与 定理 42 的 证 明 中 
相同 的 太 法 可 得 


T ueso) -Gua Z 14,0") = ee) 
注意 到 eC) 是 (FD 适应 的 ， 由 命题 24 知 J aG = 
1,2,…Ni) 都 是 确定 性 的 . 所 以 不 失 一 般 性 我 们 可 以 假定 


Jag o> Jir 0" (-)), Vi=2,. Ni. 


由 此 立刻 得 Jit > Jeg i, 从 而 lim, Jz E) = 
uft r) # u(t,c) 也 是 确定 性 的 . 
PRR RAE ABM utr) 关于 zw 的 光滑 性 问题 ,我们 有 
Fm fait: 
引 理 5.2 SHAN t e0, T] Ae’ eR”, es 


(i) lult, e) — alto) < Cole = 2’, | 
(ii) |u(é,x)| < oli + fel). (5-6) 
证 明 由 (5.5) 和 信 计 (5.4) 得 ， 对 于 任意 的 容许 控制 0) EU 
有 
JE 25 0) < Co + fal); 
Jit zvl) JE, xvt) < Cole — 2"|*. 


另外 ， 由 于 对 任意 s > 0, WFE l)i (O) CU, 使 得 


(5.7) 


Jm vl) < ult,x) < dit, 2:06) +e, 
Jlt,2,0'C)) < ult, 2’) < F(t, 25 0'()) + 
Sea ait (5.7) 有 
-Col + lal) < Jt, mol) Salt, 2) SI (t, ;oN re SCol1 tle) +. 
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E < 可 以 取得 任意 小 ， 由 此 证 得 (5.6) 的 (i). ABA 


JG, mo) TE 2’; 0'(-)) e < u(t, a) — uft, g’) 
< F(t, 2; u¢)) — Ft, 2") 0(-)) +, 


从 而 | 
—Colz — Ele < |u(t, 2) — u(t, 2’) | < Cole —2'|* +e. 
由 此 又 得 (5.6 的 (i). E 
引 理 5.3 给 定 te (0.7) F Ce L, Aa PR 对 于 任意 的 
uft, 0) > YES., | (5.8) 
RZ, SHER «> 0, 都 存在 一 个 容许 控制 vl) E zt 使 得 


wt O ¥/PS" +e, as. (5.9) 


证 明 我 们 已 知 u 关于 zx BRA YS? 关于 ol ER, 
RAGE (5.8), 只 需 讨 论 《 是 形 如 (4.8) 式 的 简单 函数 ， 即 


N 
¢ 一 > La, ti, 
z=1 


E t 是 形 如 


N r - 
vo) = Sela 
i=] 
的 情况 . abet Fi = 1,2,-… N, 2; € 本 "2 人) F 适应 的 ， 
{4:n 是 (Q, Fo 的 一 个 分 荐 .而 这 时 我 们 就 可 以 运用 与 证 明定 
理 4.2 一 样 的 方法 得 到 


N ON N 
ys — >> la, YET iu < > la ult, z) = u(t, D l4; xi) = ud, č} 
t=1 t+ 二 4 


+ 二 1 
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时 此 得 (5.8). 


我 们 用 类 似 的 方法 去 证 明 (5.9): 先 构造 以 下 形式 的 随机 变量 
y € LQ, Fa PR") 


y= bD gila, 
=i 
E 
_ 1 jer 
n~ gl < (去 ) ， 
其 中 {4,}%, 是 (0,7) 的 一 个 分 割 ， mi e RG =1.2,:--). 因而 
对 于 每 一 个 ol) eu, 几乎 必然 有 
[Yi 一 了 | < = 
3; (5.10) 
Jait, g) u(t i zai < 3° 
然后 对 于 每 一 个 2, 我 们 选 一 个 (20]- 适应 的 容许 控制 wx*(-), 使 
ub mi) < YPE = T 
a 
oj Sela (5.11) 
4=] 
则 由 (5.10) 得 
了 > 


LA We ys 十 yt Hu 
ox 


> $ TED yer: En la 
> -$ telez) - Eaa = -= + Yate nla, 
= -= + u(t.) > —e + ult, ¢). 
由 此 得 (5.9). 
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PTE RAGE De { 推 广 的 ) 动态 规划 原理 ,为 此 按 (3.13) 方式 
引入 一 族 (后 退 的 ) 半 群 . Qe pee eet rh ~PEM SE <T-2, 
及 一 个 实 秆 的 随机 变量 7 EE L R, Firs Pi R), 我 们 记 


r 


Grepslal := Yr, (5.12) 


1,t-+4 

其 中 (Yo, Zajecar 是 下 面 BSDE 的 解 : 

—dY¥,= fls, Xi Yz, Za, Valds —Z,dW,, 3 € [t,t + 6], 

Yu6 = M 
很 明显 ， . 
Grp PA = Goes [rs"]. (5.13) 

我 们 的 (推广 的 ) 动态 规划 原理 是 如 下 的 

定理 5.4 ARR utr) 县 有 以 下 性 质 , 对 每 一 个 0<5< -2 
都 有 

uts) = sup Grisial t 6 Xi. (5.14) 
vi JEH 
证 阴 . 我 们 有 
ut 2) = supy yer Ger DXR") 


. XP psy 
_ tTn i+ : 1 
= SUP (jeu Crts Lar | 


又 由 引 理 5.3 及 比较 定理 得 


u(t,z) < sup Greislu(t+t 6, Xe")]. 
ti uf Ete 


另外 ， 对 于 任意 的 = > 0, 存在 一 个 容许 控制 OC) CU 使 得 


tL i 


ult + Xi) S Ys +e. 
出 此 及 比较 定理 得 
ufte) > sup GOS [u(t + ê, XEF) — e 
a jel baw 


T 


> sup Grass [u(t + 6, XV 5° H — Coe. 
[JEH 
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但 由 于 se 可 以 取得 任意 小 ， 从 而 (5.14) 成 立 . D 

我 们 已 经 在 引 理 5.2 中 获得 了 值 函数 u(t, 1) 关于 z 的 wHalder 
连续 性 .下 面 我 们 要 通过 这 个 结论 以 及 动态 规划 原理 来 获得 4 关 
于 t 的 连续 性 . 

命题 5.5 (oa u KT t Æ 2-Holder 连续 的 . 

证 明 对 于 给 定 的 (t,e) eR” x [0T] B b> 0, 由 动态 规划 原 
理 知 ， 对 任意 小 前 >0, 存在 vel, 使 得 


Gips + 6 XE) te > ult, 2) > GEE, sult + 4, XP") 


以 下 我 们 由 上 面 的 第 一 个 (第 二 个 ) 不 等 式 关 系 来 证 明 
u(t,x)—u(t + 6,2) < Cy[6? -+63]( 相 应 地 , > 一 Ci [62 +67] ). (5.15) 


HEBD AY u KF tE -Holder 连续 的 . 
我 们 只 证 明 (5.15) 的 第 一 个 不 等 式 , BOP AE H E AKS. 
我 们 有 
ult x) —uft+6,2) <i} 4 Te +e, (5.16) 


其 中 


I = Geet glu(t + 6, Xi — GPP slut + 62), 
ie = Gry slult + 6, x)| — u(t + 6,2). 


FISH. A E38 中 的 不 等 式 {iii), HERB 关 
F z 是 o-Holder 连续 的， 就 有 


和 i 
HE] < [Coljult+5, Xe) ultth e)? < [eE -epea 


由 此 及 LK? — e|? < C6 有 
Ia] < C162. 
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RERA Ca 二 控制 vC) AGE, 的 定义 ， 第 一 项 n 
以 写作 


i+é6 
B= Blut +62)+ ffs, XI YPS, 25°", vo)de 

t 

让 十 二 

十 f ZirivdW| -u(t + 6,2) 
È 
-F | f f(s, XES", Peer ZEY, y doll. 
t 
从 而 应 用 Schwarz 不 等 式 得 


` N t+ ł ， 
HETI [e f F(s, XE", YES, Za, vs) ds] < C64. 
t 


ult, r} — u(t+ 6,2) < C (6È + 6%) +e. 
由 于 = 可 以 任意 小 ， 所 以 (5.15) 的 第 一 个 不 等 式 成 立 ， l 
例 5.6 一 个 特殊 情况 是 ， 了 与 (y,z) 无关， 即 F= fitz vh 
此 时 对 于 每 一 个 9 © DN, Fha P:R), 有 
t+é 
Geen = Efa fo Xs, veds]; 


由 此 及 {5.14) 即 得 经 典 的 动态 规划 原理 


ult, g) = sup E lul + 6, Xe) +f “f(s XE ", vo)ds|. 
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36. 4E Markov 系统 的 动态 规划 原理 


我 们 现在 考虑 一 个 更 复杂 的 情况 ， 当 假设 (BR5.4) 不 满足 时 的 
动态 规划 原理 ， 此 时 我 们 需要 下 面 的 绰 理 ; 

引 理 6.1 对 于 任 给 的 6 < (LAL PR") 及 两 个 容许 控制 
vi(-) Al u?(-), 总 存在 一 容许 控制 o) 使 下 式 成 站 


TE GUM) = [JEG VIEGA E) as... (61) 
证 明 记 
A= {w EO; Te to) > JE G}. (6.2) 
由 于 A e 五 , 因此 可 以 用 定理 4.2 证 明 中 的 方法 推出 
T(t givi) la pCa) =J] Cu) 44 +d (t, Cu)) Lac. 


由 此 及 AN EM, PEB oC) = ela tout lae WE (6.1). 5 
从 [Y] 中 的 定理 1.23 可 推 得 如 下 的 
引 理 6.2 对 于 任 给 的 6 < (N, Fe PR"), 存在 一 个 容许 控 
制 序列 T(J = 1,2,…, 使 得 {J(t, GTE O 是 非 降序 列 并 且 
有 


Tt Tw) + esssuput yeu iE c vlie) as.. (6.3) 


由 以 上 引 理 我 们 可 以 给 出 如 下 的 | 
定义 6.3 对 于 任 给 的 5 E LO, Fa PR”) 我 们 定义 


A(t, [¢]) := esssupyyyered (t. G0) (w). (6.4) 


由 引 理 6.2 9, At (iw) 是 五 - 可 测 的 ， A 有 下 面 的 正则 
性 . 
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引 理 6.4 对 于 任 给 的 上 ef0TC ROE LVOA, PR"), 我 
们 有 
AG, [CD < Col + igy (6.5) 
(ii) JACé, [6 — AG, EDI < Col - ¢[*. 
证 明 h (6.4-0) Rv, 取 值 于 有 界 集 合 U HBR 


Fé, csv), < IEC O + | F(t, ¢; v) — JG, ¢; 0 
< (EGO + Co f° lobeds. < Coll + CN + Cr. 


所 以 (i) 成 立 . 
现 选 序列 {e'(-)} 和 {or} 使 得 


J(é, Cv Cw) T ess8upp( jeu T(E, Çiv( da), 


H 
Jt, CGPC) T esss1Pu EEC (t, ai a(-})] (w), 


由 悄 计 式 (5.4) 知 ， 对 于 每 一 个 aC) cu, 

(Fit, T AE, GTE < Cole — 6 (6.6} 
由 从 的 定义 有 

Jöt, vt) < AŒ [E < Tt, 6 0" )) + mew) 


及 l 
F(t, GTC) S AGED < JE GTO) +7), 


其 中 m 和 二: 都 一 致 育 界 并 且 m 10,9, 10. 由 此 得 


TE GTI CT) ~ i < A(t, [E] — Att, i¢]) 
SIE, GC) = IGG UC) + mh, 


从 而 
-Colg — E! — 7i S (ACE, (C1) AC, ICDL < Cole — C1 + m. 
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因此 (6.5)-(11) AEZ.. E 
APE AE LKE u 如 下 7 
u(t, £) = A(t, [al). 


注意 ， 由 于 没有 假设 (H5.4), 所 以 u(x.) 一 般 是 一 个 (F) 适应 的 
We. 我们 有 如 下 的 
引 理 6.5 SFHRAB CeL, Fa PR"), 以 下 关系 斌 成 立 : 
A(t, [Xo = wle(w),te), as. (6.7) 
证 明 由 (6.5) 1, WFR” 中 任意 的 rz 


G) e(t x)| < Cotl + fæl); 
ii} ju(t,2) — u(t, æ) < Cole — z”, 
(6.8) 
因而 只 需 对 5 具有 (48) 的 形式 C= ON rda) 的 情况 来 证 明 
(6.7). HF 1i sN, Bw GG = 1,2,-…) 为 一 容许 控制 列 ， 使 
得 当 了 一 oo 时 
Fit, tii Vi C T ule, £i). 


HAA u AYRE ELAS EE 4.7 的 证 明 中 类 似 的 方法 得 


WN N N 
Aft, > I(t, bD zilas > vula) = (ai vi (la 
i=] i=l 一 了 


N 
t X u(t ri)la; = ult, ¢}. 


t=] 
从 而 就 有 ACE, KI) = ult, g). 
反之 ， 对 于 任意 芍 容许 控制 oC), 我 们 记 vl) = vla RA 
N N N 
Jit, £; v) 一 I(t, Porlan Y ul) La ) = S J(é, #330 (-}) 1a, 
i=l i=l ` i=l 


N 
< > ult, Ti)lA; = ult, £). 


i=1 
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由 此 便 知 u(t, e) > ACE, Kj) E 
现在 我 们 可 以 和 给 出 (推广 的 ) 动态 规划 原理 了 . 


”定理 6.6 ARR u(t,7) 满足 以 下 性 质 ， 对 于 任意 的 0< 8< 
T-t, 都 有 


u(t 6) = sup Greet ORE) (6.9) 


证 阴 HH ue AGERE GEX 


u(t, ¢)} = SUP GPS a XE 
BE 


Y ttio 
brs 
sup G : os ae | 
到 . 


sup Greve ltt + 6, Xu vf: 中， 
ul etd 


i 


又 由 引 理 63 以 及 Gl] 的 单调 性 (比较 定理 ) 得 


u(t,¢) < sup, GESS [alt + 6, XEY 


另 一 方面 ， 存 在 一 个 容许 控制 序列 v'(.) Eu 使 得 


u(t +6, XES) 一 (84 6, XES; v 


*(-)) = Th + 0, 


— 


其 中 mlw) i= 1,2, 是 一 致 有 界 的 随机 变量 列 . 由 此 及 Gl) 的 连续 


性 得 
u(t,¢) = sap Gre [u(t +4, Xe") — mi] 
> sup Gigt [ult +6, Xe)] Ti 
ES JEH 
Hep Rato H -AAA Mim (6.9) 成立. Y 
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正如 经 典 情形 一 样 ， 上 一 节 引 入 的 信和 隔 数 & 可 通过 一 个 全 
韭 线性 偏 微 分 方程 解 出 ， 这 个 方程 就 是 下 面 的 (推广 的 )Hamilton- 
Jacobi-Bellman 方程 . 


Qu + A( Du, Du,u, z,t} = 0, (7.1) 


并 有 终端 条 件 
ulz, T) = ®(2), (TD 


其 中 Du 和 D2w 4-9 au HEEM u BY Hessian 和 矩阵， 而 推 
请 的 Hamilton 函数 H = H(A, pra t) PUMP OS" x Ax Rx 
R” x [0,7] 上 的 实 函 数 (其 中 S Æ nxn RSH): 


H = sup {5Tr(o lt, 2,v)o"(t,2,2)A) 
vet 2 . 
+ ip, blz, v, t} + f(r, o* (2, v, tp, z, Y, ay}. 
(7.1) BR—7TOMSIERERMR RRO. PRR RR H 


较 通常 的 Hamilton 函数 有 一 个 实质 的 推广 : 一 般 而 言 ， 它 关于 Pp 
Hue 不 再 是 凸 的 了 ， 有 时 为 方便 计 我 们 直接 和 将 (7. BA 


Au 十 sup, cu { tt T, vu + f(u, o*t, T, v) Du, TU, t)} = 0, 


其 中 是 如 下 的 以 v EV 为 参数 的 二 防线 性 篇 微分 算 子 族 : 
L(t, x, vip = 2 [o(t, 2, vjo*(t, 2, v)D*p} + (Dy, b(t, 2, v)). 


注意 到 我 们 并 不 假定 e 是非 退 化 的 ， 本 节 将 通过 由 Crandall 和 
Lions Æ [CL] 中 及 Lions 在 [L] 中 引入 的 著名 的 粘性 解 的 概念 来 
证 明 ， 合 函数 % 就 是 HJB 方程 (7.1) 的 在 终端 条 件 (7.4) FA 
性 解 . 这 一 结果 是 由 Peng 在 [P8] 中 获得 的 ， 其 证 明 思 想 基 于 我 
们 前 一 节 获 得 的 推广 的 动态 规划 原理 和 BSDE 的 概念 . 
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一 方面 ,我 们 知道 ，(7. 和 (7.2) 的 在 粘性 解 意义 下 的 唯一 
性 已 经 解决 . 它 实际 上 是 [GIL] 中 的 一 个 更 一 般 的 结果 的 特例 ， 
从 而 也 就 解决 了 这 类 方程 的 解 的 存在 唯一 性 问题 . 

注 7.1 TERES bo 及 了 都 不 舍 控 制 变量 v HAM. 
这 时 推广 的 HJB 方程 (7.1) 就 是 一 个 所 线性 二 阶 抛物 性 偏 窒 分 万 
程 . 但 是 存在 性 结果 仍然 是 非 平 几 的 ， 

我 们 引入 (7.1) 的 下 性 解 的 概念 (E [CL 记 p © CP{[0, T] x 
R”; R) 为 tr) 的 三 阶 有 界 连 续 可 微 ( 即 直到 三 阶 导数 都 有 界 ) 实 
Bea. 

HEM 7.2 我 们 称 一 个 定义 于 (0, 了 T} x JR" ERESIA uA 
(7.1) 的 一 个 粘性 下 (上) AR, SOR AT A p © Cpo, T] x JR”), 
及 对 于 每 一 个 p-a 的 最 小 {最 大 ) A (te) 都 有 


cipit, z) + A(D*e(t,z), De(t,z),e(t,2),2,0)>0 (7.3) 
(plt, 2) + HD’ p(t, 2), Delt ah p(t,2),2,t) <0}. (7.4) 


称 为 (7.1) 的 粘性 解 ， 如 果 u 同时 是 (7.1) RHE EE 
解 ， 

在 33 我 们 已 经 证 明了 值 函 数 u 在 [0, Tx R" 上 是 连续 的 . 
以 下 我 们 来 证 明 这 个 值 函 数 uae) 就 是 (7.1) 的 粘性 解 ， 以 下 就 
是 存在 性 定理 . 

定理 7.3 HAt (H5.1) 一 (H5.3) 满足 ， 则 由 (5.5) EXER 
数 u(t, r) 就 是 HJB 方程 (7.1) 满足 终端 条 件 (7.2) KRR. 

为 证 明 此 定理 ， 我 们 要 引入 以 下 三 个 引 理 ， 我 们 记 


Fy, z, TV, = Gip(z,s) + L(x, v)p(z, s) + fly + vz, s) z 
+ Deotz, satz,v},x, v}, (7.5) 


并 且 考 虑 定义 于 一 个 这 间 [t,t 十 站 上 的 BSDE 


—dY¥)" = FOF, 2)", XE”, va, s)ds—Z) dW, 
Le (7.8) 
Ys = 9, 
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其 中 (X7) 在 上 节 给 出 ， 


第 一 个 引 理 是 | 
引 理 7.4 对 于 每 一 个 s€ (t,t+ 6, 以 下 关系 式 成 立 ， 
Yn = Gilel ett o) (X47, s), a.s.. (7.7) 


证 骨 注意 到 GOT le Xi, t+ 8) 是 通过 BSDE 
—dYP = f(Y?, ZY, XP”, us, sds — Z°dW,, s € [t,t + 6), 


ax &'gt 


Y” = Pp (RE t+ 6) 
AY fe SE ee MD: 
Go lp Xe tt 8) =", 3 [t,t + s] (7.8) 


因而 只 项 要 证 明 Yr 一 p(X?),s = Y2" Bpa. X (Xir, s) 应 用 
tea 公式， 易 证 d(Y? 一 pt=,s 一 CEYI ,并 且 在 终端 时 刻 t 十 8， 
Ys (Xi t+ 6) 和 Yr* 都 等 于 0, 从 而 它们 在 区 间 t+ 6) E 
是 相等 的 ， a 
以 下 者 一 个 比 (7.6) BER AH BSDE, 即将 (7.6) 中 的 Xt 

Ha Ay 2x 
—-d¥2" = F(¥?”, 72" z, y, s)ds— Z2 dW,, 

Y= 0. 


t+4 


MCSE, 46 先 分 小 的 时 使， 它们 的 解 的 差 Y 一 
2 可 以 忽略 、 
引 理 7.5 BAW FS Hat: 


Ye — YE < Csm(8), (7.10) 


HPS GLO, o1(5) 10, A pO 与 控制 ol) ER. 
证 明 首先 注意 到 如 和 = MEP RRR RE: bx, v+ 
letz,2) CO t+ |x|), AmE, ATERN p> 2, 


E sup Xez < C+ lal’). 
selt, T] 


(7.9) 
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将 其 与 








8 2 
E sup |X -g| <2 sup f A XS Dr )dr 
ag [t t+] ee[t.t+é] HE 
3 2 
+2 sup f o( X2* v dW, 
e€{t,t+4] lt 








E sup |Xt* — g|? < C6. 
scft,t+4] 


因而 当 540 时 ， 下 面 的 随机 变量 


y= sup je 一 全 
sé [t,t+6] 


HA CF OO. 
对 于 BSDE(7.6) 和 (7.9) 应 用 估计 (2.7), SHEP Et = 7 = 0, 
f(s,y,2) = Fly, z, Ke”, 8), 
yi = 0, yp? = F(y, 2, XÉT, vs, 8) 一 Fly, 2, £, Yg, 5). 
易 知 这 个 f KF (yz) Æ Lipschitz 的 , 并 且 ws 被 C| Xi —2|) 所 
界 ,这 里 当 d 0R pla) 0, 并且 对 所 有 的 < 之 0p(e) < C(1+e%, 
我 们 有 以 下 的 估计 
pf/ a YP + Z3” ~ 23 Pas 
' tas (7.11) 
< CE | PIXE? ~ 2|)’ds < CéBp(n®)?. 


BBB, BEY)” WY2" 都 是 确定 性 的 数 ， 因 而 有 
YY = wee” YA”) 


t+é 
= ef [本 (其 yY", Zh? v, 6) Fle, V2", 22°, us, s)ds 
t 





f+ 站 
< px -e+ Ye + OIZ}? ~ Zas 
t 
, ts ; 
< 6Ep(n’) + C63 - {x | (KEP — YP + |Z- 22" |?)ds } . 
t 
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由 此 得 


yt" — ¥2"| < Co(o9 + [Eon f}. (7.12) 
将 其 与 (7.11) 结合 并 注意 到 以 下 事实 : 对 于 每 一 个 5 > 0, an) F 
方 可 积 ， 从 而 证 得 (7.10). | I 
我 们 还 要 给 出 计算 sup, Ye” 的 方法 . 
引 理 7.6 我 们 有 
sup Yj” = Yolt). (7.13) 
u(-) 


”其 中 Yo(-) 为 下 面 的 常 微分 方程 的 解 : 


—¥o(s) 一 Folz, ¥o(s),0, 8), se lz, t + él, 


Yo(t + 6) =0. (7.14) 
Tt PRK Fy HF eM: 
Pol(e.y,z,f) = sup Fic,y,z,t). (7.15) 
vel’ 


证 阴 Fo 的 定义 知 
Fo(z,y,2,8) > F(z,y,z,v0,8), Vol) €U, Vr, y, Z, t. 
AG 的 单调 性 知 ， 对 于 任意 的 v)u 都 有 
¥2" < YË, 2 & [t,¢+ 4, (7.16) 
其 中 (Y°, Z°) 是 下 面 的 BSDE 的 解 ， 


_d¥° 二 而 (zyYo 2°, s)\ds — ZodW,, 5 € [t,t +6], 
Yt+6) =0. 


注意 到 Py Æ (ry zt) DREHER, 从 而 ( 见 注 2.5) (Yp, 22) = 
(Yo(s),0). 而 Yo 是 常 微分 方程 


Yola) = Filz, Yola), 0, s), ae lz, t 十 éj, 
Yp(t +4) =0 


(7.17) 
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的 解 ， 凡 而 如 能 证 明 


Y(t) = sup’ YS”, (7.18) 
ul ely 
则 定理 就 得 证 了 . 上 式 中 的 zh 表示 确定 性 的 容许 控制 全 体 ， 我 们 
将 这 一 点 的 证 明 留 给 读者 ， 请 注意 到 对 于 每 一 个 o) E Uo, Y 
基 下 面 的 常 微分 方程 的 解 ; 


—Y?"(s) = F(z, ¥?(s8),0,e(s),s), 8 € [t,t + 4), 


pren a ao (7.19) 
引 理 证 毕 . E 
下 面 我 们 可 以 给 出 


定理 71 的 证 明 设 吕 EC 让 "xx[0 了 ) 且 (人 zz) 是 9 一 和 的 
一 个 最 小 (BAI OS. FH pte) = auta) 由 动态 规划 原理 (5.4) 
得 
p(t, z) =u(t,z) = sup Gry lu( Xi s t + 8). 
ut Gif 


Hy >u AA, y <u 以 及 局 的 单调 性 有 
ap (Cet + 6)] 一 v(t, 2) >0 (相应 地 ，< 0). 


或 由 (7.7), 
sup ”之 0 (相应 地 ，< 0). 
u(-JEu 


由 此 及 (7.10) 推 得 


sup Y>” > —ép(6) GERB, < ép(6)). 


UE JEH 
因而 由 引 理 7.6 得 
Yo(t) > -5p(5) (相应 地 ，< 6(6)). 
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于 是 
Fo(x,0,0,t) = sup F(z,0,0,v,t) >0 (相应 地 ，< 0). 
vet 


由 FEBA u A HJB 方程 (7.1) 的 粘性 下 解 (上 解 ) 从 而 是 
(7.1) 的 粘性 解 . 


$8. g W Æ 


我 们 在 本 节 介绍 一 个 推广 了 的 数学 期 望 (9- 期 望 ) 的 概念 ， 这 
“ 种 9- 期 望 保持 了 一 般 的 数学 期 望 的 除了 线性 性 以 外 的 几乎 所 有 的 
性 质 . 本 节 的 结果 的 证 明 见 [P12,P13}. 为 了 篇 明 起 见 ， 我 们 将 仅 
限于 在 以 下 的 随机 变量 的 空间 里 进行 讨论 ， 令 


LIQ, F, P; R) = |) IR, Fu, P:R). 


DEn 


BR LUQ, F, P:R) 是 一 内 积 空间 . AWA X 表示 LQ, F, P; R) 
PR. 
Ko SEM: - 


gly, 2z,-) R x R’ x [0 ox R. 
HB g 关于 (y, 2) A Lipschitz 的 : 
lg(y, 2,4) a Dl < wy — y| + le- zl), (8.1) 


并 且 对 于 每 一 个 TT>0 和 (y,z)jeE 届 x Fa z) 是 (Fi) 循序 
可 测 的 .我 们 还 假设 


gy0,) 三 0， Vy eR ` (8.2) 
.注意 这 个 假设 等 价 于 : VA € ,Vy,2)€ RXR, 
9{y14: 214,') = giy zla) = lagz) (8.2-1) 
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满足 以 上 请 条 件 的 g 的 一 个 典型 的 { 非 线性 的 ) 例子 是 


g = Ke zt, (8.3) 

EP (k) 是 一 个 (F-n iA ARAL eS. 
MT Eel — ARE X E LNO, F, PR) A to, 我 们 引进 
FARA 的 相应 于 g 的 “g- 期 望 *” 以 及 与 之 相应 的 五 条 性 下 的 


“go 条 件 期 望 ” 的 概念 . 设 卫 E (0,00) 为 使 得 X Fp 可 测 的 . 
这 时 [0,7] -上 的 BSDE 


-dys = (Ya, 22, 5)ds — zd W, (8.4-1) 


的 满足 终端 条 件 
yp =X (8.4-2) 


BRERA EXM: 
| (yn 2elocecr € L0, T; IR) x L40, T; RÊ). 


注意 到 yo 是 一 个 随 AX 变化 的 确定 的 数 ， 我 们 因而 可 以 引进 如 下 
的 
定义 8.1 HTI X E LIN, F, P, R), 我 们 称 


Egl] :一 Ho 


AY X HA g- 期 望 . 
48.2 BX A Fr- 可 测 ， 则 对 于 任意 的 于 > TX 也 是 
Fr- 可 测 ， X c LAN, Fr, PB). 从 而 ElX] 也 可 以 由 


Eo[X| = ya 
来 定义 ， 其 中 (由 )jo<ez 是 如 下 BSDE 的 解 : 


| dy} = —9(y5,2,,9)da + zldW,, O<s< Ti 
1 — X 
YT * 


了 但 是 ， 击 于 假设 (8.2),56[] 的 定义 不 会 产生 二 义 性 . 实际 上 ， 容 易 
验证 
(CF,0), Ar th, 
(Vt, zi) = | 


(ye, 2), #70 < t = T. 


从 而 (ye, ze) 利 (ye zt) 在 IG. T] #8 fF}. 

BEABA, g- 期 望 E41| 满足 以 下 的 性 质 ; 
oe ae E3 (i) WEP HR 都 有 Efe] = ec 特别 地 ， E0] = 

gld] — 1; 

( 如 果 X > Xa as, M EX] > EXa; 此 时 EX] = 
EX 4AM X = Xe, as.: 

(iii) 对 任意 的 了 > 0, 存在 常数 Cr, 使 得 对 于 L (Q, Fr, P; R) 
中 任意 X FX. 有 


[EolX1] 一 名 并] 入 CrÆlX: 一 2 全 


现在 再 引进 随机 变量 X © LR, FEP) 在 天 条件 下 的 六 条 
FRM Re. 与 经 典 的 情况 相似 ， 我 们 要 我 一 个 随机 变量 ne 
LIN, F, P) 它 满足 | 


D EF- 可 测 的 :7 © L O, Fa PY; 


8.5 
(ii) 对 于 任意 的 4 © Fa, Ella X] = Ellan]. ee) 


事实 上 ， 我 们 有 

ARE 8.4 E X € LAO, F, Ph 存在 唯一 的 n E ZL2(0, P) 
满足 (8.5) 中 的 条 件 (i) 和 (ii). WMT n 实际 上 就 基 BSDE(S.4) 
的 解 在 时 刻 t EL ye- 

定义 8.5 我 们 称 满足 (8.5)(i) 和 (ii) PO MBLAE Ey WX AF, 
条 件 下 的 g- RH. HRA €,[X|Fi] := n- 

9- 条 件 期 望 保持 了 GRATES I) 经 典 意义 下 的 条 件数 学 期 
望 的 性 质 ; 
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引 理 8.6 (i) 4X BF 可 测 时 有 
EXIF] = X. 
特别 地 ， 
£4|0|F:] = 0 BE Fi] = 1; 
Gi) 对 任意 的 上 和 7 都 有 


Els X Fal F] = Ea lX | Fenr]; 


(iii) A X > X2 则 


El XF] > &,[X2| Fi]. 


FFA SRE — 2 oh I P(X > X) > 0, W 


P(E LX |F] > Eq[X2|Fi]) > 0. 


(iv) 对 于 任意 的 Be F,,€,[15X|Fi. = LBE X | Fi]. 

注 8.7 现代 经 济 学 理论 中 笑 际 上 也 以 “确证 人 狂 等 价 ”(certainty 
equivalent) 的 形式 (4 Duffie & Epstein [DE]) 提出 了 一 类 非 线 性 
数学 期 望 . 但 这 一 类 确定 性 等 价 不 具有 像 我 们 这 里 引入 的 人 期望 
那样 好 的 数学 性 质 ， 因 而 很 难 被 用 于 处理 经 济 领 域 里 的 随时 间 变 
化 的 随机 现象 . 另外 ， 在 对 重要 的 “风险 厌恶 ”问题 的 刻画 方面 也 
AR g- 期 望 那样 灵活 自如 ， 

下 面 简单 的 例子 提示 我 们 如 何 利 用 s- 期 望 来 刻画 和 处 理 “ 风 
RRE HE. 

例 8.8 如 果 我 们 进一步 撤 设 


gly, 2,8) <0, Yip, z, 8), (8.6) 


则 有 
Eal XF < €(H[X|Fi]| Fi] = BEX FA]. (8.7) 


特别 当 t = 时 ， 
E(X| < EEX] = 画作 | (8.8) 


例 8.9 g- 期 望 的 一 个 很 简单 的 例子 是 当 
g = bs "5 
EHRE. HP (b,)ocecoo 是 一 个 一 至 有 界 的 (五 )- 适应 过 程 . # X 
是 Fr- 可 测 的 ， 则 有 


E [X] = Eg[ X}, 


其 中 Eol] 是 由 | 
Eo[X] := B[Q7 X] 


定义 的 数学 期 望 ， 而 
.一 -1f p 
Qi := expl f bad W, ;| lbs| asl. 


由 这 个 例子 可 见 ， g- 期 望 的 概念 推广 了 经 典 的 Girsanov 变换 . 

由 引 理 8.663) 我 们 可 以 引入 推广 的 寺 ， 即 g- BRA RE. 

定义 8.10 Rut (X) E LOT R) 是 一 个 (平方 可 积 )yg- 
Ba (相应 地 ,9- FR, yg- EW), 如 果 对 每 一 个 sa < 1 < T, 都 有 
E(AF,|] = Xa (FARR, < Xa Xz). 

这 种 o- 靳 的 一 个 平凡 情况 是 ，g = (6,2). 这 时 显然 有 El) = 
Egl], EZL = BS], 其 中 | 


T 1 T i 
Q :一 exp f b,aW, — 一 f (bl? ds 
: 站 2 Jo 


HERI, A SE GE. 
注 8.11 对 于 是 否 有 相应 的 g- 下 载 的 Doob-Meyer 分 解 定理 
的 问题 已 由 Peng 在 [P13] 和 解决， 通常 o- 代数 流 的 情况 下 结果 可 
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4 
a ee a 2) a. ~ 


见 文献 [CP]. 我 们 这 里 仅 粗略 地 介绍 其 中 的 一 个 特例 ， 9 = gls, z) 
时 的 情况 .此 时 的 g- 上 蒜 分 解 定理 的 形式 与 经 典 的 Doob-Meyer 
分 解 定理 相似 ， 一 个 满足 适当 条 件 的 g ERY 具有 唯 -- 的 分 解 
Y=M+4 其 中 是 g- R, AE- DRE. 

注 8.12 g- FRR ATRL BALIN g- FR Doob-Meyer 分 
解 定理 可 应 用 于 处 理 非 完全 市 场 的 未 定 权 益 (如 期 权 ) 的 定价 理 
te. r 

习题 8.13 构造 一 个 非 平凡 的 g- ER. 
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第 三 篇 流 形 上 的 随机 分 析 与 
Malliavin 变 分 理论 


本 篇 的 宗旨 是 介绍 Riemann 流 形 上 的 扩散 过 程 与 几何 分 析 性 
质 的 相互 渗透 .作者 主要 参考 了 P. Malliavin 在 加拿大 Montréal 
大 学 的 讲 立 IM] E Ikeda-Watanabe 的 书 [IW]. 对 Riemann 流 形 上 
的 Brown 运动 的 构造 ， 选 择 了 Malliavin 规范 标 架 从 方法 ， 由 于 
在 规范 标 架 从 上 存在 一 组 向 量 场 ， 它 在 每 点 的 切 空 间 上 都 构成 基 
底 ， 所 以 它 可 以 将 流 形 上 的 任意 张 量 数 值 伦 ( 即 取 值 于 一 固定 的 
KRZA) 处 理 起 来 显得 很 方便 . 另外， 关于 Brown 运动 的 带 的 
刻画 和 Schwartz- Meyer 二 次 微分 计算 ， 由 于 篇 幅 的 限制 ， 不 可 能 
加 以 介绍 ， 感 兴趣 的 读者 可 参考 B. Driver 在 苏黎世 大 学 的 讲稿 
[Dr3] 及 M. Emery 的 书 [E]. 

概率 与 几何 .分析 的 相互 作用 的 内 容 是 非常 丰富 的 , 可 以 说 是 
最 近 二 三 十 年 随机 分 析 研 究 的 主旋律 . 关于 从 各 方面 , 辟 如 随机 被 
分 儿 何 、Malliavin ERLER ie. ARE RK MIR, Dirichlet 
SRA HMA, 建议 读者 参考 1992 年 初 在 巴黎 举行 的 分 本 


与 概率 圆 昌 会 说 的 论文 集 (Bulletin des Sciences Mathematiques, 
Vol.117,1993). 


ARE. 在 第 一 章 ， 作 者 试图 尽量 系统 地 介绍 微分 几何 
的 准备 知识 . 有 些 证 明 不 太 许 细 , 但 列 出 了 确切 的 参考 资料 . 介绍 
微分 几何 的 书 是 很 多 的 ， 每 个 作者 都 有 上 月 已 研究 方 呵 的 侧重 点 ， 


i 本 第 是 在 1995 FRR PS RAN. Fae RR eR 
URAC Se Ae ta, BP a os Re R e ah. 
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很 难 找到 一 本 书 能 握 供 读者 所 需要 的 全 部 知识 ， RHA 
索 可 以 避免 读者 沉浸 在 微分 几何 的 海洋 里 ， 第 二 章 将 介绍 流 形 上 
的 随机 微分 方程 . 极限 定理 , 随机 微分 同 肛 流 及 微分 同 胜 的 Jacobi 
矩阵 的 计算 . 极限 定理 在 这 里 是 很 重要 的 ， 它 的 证 明 很 复杂 ， 然 
而 它 的 应 用 却 是 简洁 明了 的 ， 其 好 处 是 充分 地 使 用 微分 几何 中 的 
方法 ( 见 §6 中 的 计算 )、 另 外 一 个 基本 概念 是 随 灿 微分 同 胚 流 ， 
许多 基本 的 微分 计算 都 要 借助 于 它 来 加 以 表达 . 规范 标 回 从 上 的 
永 平 随机 微分 同上 是 流 决定 了 流 形 上 的 Brown 运动 流 ， 我 们 对 它 的 
Jacobi 矩阵 给 出 了 确切 的 计算 ， 第 三 章 将 介绍 热 方 程 、 热 半 群 、 
MLR KT RA MA Brown 运动 的 分 部 积分 公式 和 Bismut 
的 热 核 梯度 的 计算 .作者 选择 了 紧 致 的 Riemann 流 形 ， 主 要 是 为 
了 避免 许 密 元 长 的 技术 处 理 (W [DW] 对 -- 般 情形 的 讨论 ), 我 们 将 
看 到 偏 微分 方程 和 扩散 过 程 通 过 热 举 群 而 联系 起 来 ， 从 而 可 以 通 
过 研究 扩散 过 程 的 性 厦 来 讨论 其 对 应 微分 算 子 的 性 质 . Malliavin 
随机 变 分 计算 就 是 一 套 适 合 于 扩散 过 程 的 微分 计算 理论 ， 它 不 但 
VARA SIA, MAMA HPC Me 
渐 近 估计 . 由 于 篇 幅 限 制 ， 不 可 能 第 了 予 详细 的 介绍 ， 这 里 主要 讨 
论 热 半 群 的 作用 ， 它 可 以 用 来 证 明和 推广 Bochner 的 上 同调 群 的 
零 化 定理 ， 证 明 对 数 Sobolev 不 等 式 及 建立 Brown 运动 的 分 部 积 
分 公式 ， 也 可 用 来 讨论 热 核 的 性 质 ， 最 后 一 章 (SOS) 将 简要 介 
绍 一 点 Malliavin 随机 变 分 计算 非 线性 的 版 本 以 及 最 近 几 年 发 展 
起 来 的 轨道 空间 上 的 随 本 分析， 


第 一 章 ”微分 几何 的 预备 知识 


” ”本章 的 目的 是 简明 扼要 地 介绍 以 后 儿 章 需要 用 到 的 微分 几何 
的 知识 ， 并 试图 使 读者 对 微分 几何 有 一 个 系统 的 认识 ， 在 介绍 正 
式 内 容 之 前 ， 我 们 先 回顾 一 下 欧 氏 空间 UR? 的 结构 

1. 当 ' 民 "被 看 成 是 一 个 抽 锭 集合 时 ， 它 就 是 一 般 的 点 集 ; 

2. 当 RÝ 具有 线性 结构 时 ， 我 们 可 以 作 线 性 变换 ， 解 线性 方 
程 给 ; 

(3.4 R 具有 内 积 结构 时 , 我 们 可 以 作 等 距 变 换 ， 正 交 投 影 ， 
OWA, MURIH th , 

4. 当 Rf 具有 微分 结构 时 , 我 们 可 以 作 微 分 计算 , BHI. 
简 而 言 之 , 恨 据 讨 论 对 象 的 不 同 , 可 以 分 别 赋予 Re 不 同 的 结构 ， 
LACE PET OTE RT. ABE CHEE KP SUM: 


微分 流 形 — 连 络 — Riemann file 一 WRA. 


在 微分 流 形 上 ， 我 们 可 以 讨论 癌 量 场 和 微分 形式 ， 当 流 形 具 
有 连结 的 结构 时 ， 我 们 可 以 对 向 量 进行 平行 称 动 ， 从 而 产生 抄 率 
和 曲率 的 概念 . 当 流 形 具 有 Riemann 结构 时 ， 我 们 可 以 定义 光滑 
MERA AE, AT PT ABET Ea it Be. 

— f+ Riemann 流 形 上 的 Laplace-Beltram: 算 子 A 不 能 表 
iA A PA eR eS aT, Rp 


d 
A#S A, AK M Ei eH. 
i=] 


因此 ，lta 随机 微分 方程 不 能 用 来 直接 构造 流 形 M Ei Brown 运 
动 ， 为 克服 这 个 缺陷 ， 我 们 使 用 规范 标 架 从 ， 因 为 在 规范 标 架 从 
上 存在 一 组 向 量 场 ， 在 每 点 的 切 空间 上 都 构成 一 个 基底 . 
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$ 1. 微分 流 形 


PE REE, iol oe Te ee HH RR “ORR Sl” FR. 给 
定 一 个 具有 可 数 拓扑 基 的 Hausdorff 拓扑 空间 M, 我 们 称 M A 
局 部 欧 氏 空间 ,如 果 对 每 个 x cM, 存在 一 个 开 邻 域 U, CR 
FR 中 的 一 个 开 集 . 设 w 为 这 祥 的 同 胚 映 射 ， 姬 果 是 连通 
- E, M (Ue) A r KRRIT EWH (zl，…… ,2 为 ols) 在 
RÝ 中 的 坐标 ， 所谓 M 上 的 微分 结构 是 指 对 EA HRR 
F={Ua, Paha E A}, CRAM PEM: 


{i) M = Larea Ue 1 


(ive z Ya” : pal Ue N Lig) —_ Palla 门 Ug) 是 oes 映射 ; 


Gii) F ERA., PIERA EIR (Ue) WE Ya € A, 


Pao pTI Al poy,’ RACH MN, 则 (Uy) € F. 


Fa Sh AR AY ee SK Se I RA a op ey, A 
Milnor 怪 球 57 (H, Annals of Math., 64(1956), 399—405.). 
例 设 M = 5! = {(2,,22.) € R’, 2? +e =1}, $ 


Ui = {z € 8!, z2 >0}, glz) = m; 
U = {z € S, wo < 0}, palt) = 24 ; 
U, = {2E 5}, TI > 0}, palz) 
) 


U, = {xe S', 2, <0}, (palit = To. 


= fa 1 


则 

(i) {U1 V2, Us, Ua} Wik 51 HARE, Be: U1 o 
(—1,1) A lel REBAR : 

Gi) Up NU, = {x € S1: ro > Or, < OF. 
AMA 1 (0) 门 Ua) 一 (~1,0), pally mM Ua) = (0, 1}, A 


paop Eec yl- E? E (0,1) 8) (~1,0) ER C” 映射 ， 
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SS YS r n4 


popa : i v1- E? # (-1,0) BH (0,1) 上 的 C™ BRAT. 


于 是 (Pu U2, 03,04) 生成 S? 的 一 个 微分 结构 F. 

EX 1.1 SEA TOO MOAN, f 2 MN EEI, 
RRP EM EAH, MEW M 上 任意 局 部 坐标 (U gp) 及 
N 上 任意 局 部 坐标 (Ub), ARM po fop : eU) — yll) 
是 光 请 的 . 

我 们 将 用 Ce (AL) 表示 M 上 实 值 光 消 函数 全 体 组 成 的 空间 ， 


8$2. 切 空 间 


我 们 将 用 方 问 导数 来 引进 切 空 间 的 概念 . 
定义 2.1 给 定 一 点 ze M. BEV: CHM) > REJEA 
x 的 切 向 量 , 如 果 . 


Gi} V(f + Ag) =V(F) +AV(g), AE R, fg EC (MM), 
(ii) Vifg) = VCfg(@) + F(2)V(g), fig E CCM). 


REM 为 在 点 z HORS. 容易 看 出 ， TM 为 一 线 
性 空间 . 

注 a Ze ii) t, $ f=¢g =1, WA VG) =0. 

b) MRE z H—-TRRUA SHO, 则 YU) =0. 事实 上 , 取 
ye Ch(M), EF p(x) =1, Ue Fy =0, WW fe = 0. 由 (i), 


0=Vify) = Vfl) + FV (ye) = VF). 
4 (U,~) 为 = 的 一 局 部 坐标 ， fe Ce(M) 记 


= f= Zoe), €= pla) 


命题 22 对 任意 CU, 切 空间 TM A{s,--. pI E 
成 ， 


"443. 





< y p ‚i or - r 


证 明 首先 容易 验证 2 满足 定义 21 中 的 两 个 条 件 ， 从 而 
2 €T.,M. RZ, RV €Ta M. (ER f ECHIM) 12 f = foe}, 
fo = (ro). 应 用 Taylor 公式 于 了 得 


oo! 
j) = Feo) + D> greot) ~ pilo) 
+ $ falafels) — pilzo)) (5 (2) — 93 (#0), 


ARV 的 性 质 (ii) 知 
V (fay (pi — pilzo)) {Psi 一 efzojj = 9, 
于 是 


d af 


Vif} = “Or, 


isl 
其 中 c = Vipi — pileo)). I 
ATS NHS Zm. ET bL EN EREI TES 
定 2.3 HP: M-NI ARR, so E€ M. f Eto 
的 微分 df (zo) A Tro M E) Theo N WEAR ST, AS 


(df (zo) Viio) = Vigo fh YV € Tao M, g E€ C”(N) 
如 果 e 为 流 形 M 上 的 光滑 曲线 ， 通 常 记 
dalr) 
dT 
FEM 2.4 线性 算 子 AX: C™(M)— C(M) RA M EHIK 
Be, EHER ec M, Xs ETM, eR re X(f) = X(f) 
为 CLS eae. 我们 记 M 上 同 量 场 的 全 和 体 为 (M). 
EN 2.5 Be Xe XM), JMR o: I HM KAAS 
I X 的 积分 曲线 , 如 果 
da(r) 
dr 


| d 
一 deir) ` dr z Lary M ` 





= Koir) 4 Vref, 
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定理 2.6 假定 M 为 一 紧 致 流 形 ， 蕊 E adg)， 则 对 任意 
reM, 存在 光滑 曲线 og: ROM, 使 得 


Gi) e(0)=z, 
Gi) ZH -Xs WER. 

We, Bid Vele) = oit), 则 五 AM 上 的 微分 同 且 ,满足 
{iii} Cipa == EP 心 tf. : 


证 明 M [W, p36]. i 
注 当 流 形 M 为 非 紧 致 时 ， 总 存在 包含 原点 的 开 区 间 了 及 积 
分 曲线 o: IM. 容易 验证 ， 对 给 定 XEM, A 


Xe) = { “F(o(r))} 


1 
r=0 


其 中 c(r) 是 从 ro 点 出 发 的 积分 曲线 . 
定义 2.7 给 定 XY € X(M), 定义 李 括号 如 下 ; 


AYKA = (YA)) — YX(O)), VF eC? (Af). 
命题 2.8 李 括 号 具有 如 下 性 质 : 
(i) [X.Y] = fIX,Y]-YQ)X, Yf e€ C™(M); 
(ii) [[X, ¥], Z]+[[¥, 7], X] + [2, X], Y] = 0, YX, Y, Z € X(M). 


证 明 由 定义 可 直接 验证 . i 
$ 3. 微分 形 却 


FE PA IL PAE A OY Ab HE tj le) a YD A E 
得 多 .几何 中 许多 深刻 的 结果 都 基 以 微分 形式 给 出 的 ， 辟 如 Stoks 
公式 ， de Rham- Hodge 分 解 定 理 ， Frobenius 定理 等 . 
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JEM 3.1 MMEk MIE E YM) LEAR RR 
PERRY, oll 


(Xis Xe) —ewhXy,-++ EO x--+ x UM a CUM, 
使 得 
四 

i TEM Wy Te(M) 的 对 倡 空间 ,{dzl dey (ge 32 
的 对 偶 基 底 ， 


dai) = fij (Kronecker 记号 }. 
Tj 


则 在 一 局 部 坐标 (Uw) 下 ， 玉 次 逢 分 形式 可 表述 为 


w 一 5 Bide A A dr ,wi E CPU), (3.1) 


ip diik 


其 中 dei 和信.… A de EWF: 任 取 Xo, Xr € X(M), Xa = 
Di rhi, 令 


— mm i 一 人” 一 


这 里 det 表示 行列 式 . 

id EHM) 为 M 上 下 次 微分 形式 的 全 体 ，E*(M) =M), 
E*(M) 为 M 上 微分 形式 的 全 体 . 给 定 w E E*(M), w € EM). 
ay 和 wz 之 间 的 外 积 定义 如 下 : 


wti Awal Ki, " Ap Aktis n.t Abt) 


1 - 、 
- (k+ i)! >, Erw (Koty Eoi Wal Xatt t Xett), 
f ESky 
(3.2) 


其 中 Seu 是 {1,… ,十 站 HERR, o 为 置换 o 的 符号 . 
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r P TT a m, 


定理 3.2 存在 崔 一 的 实 线性 映射 4: E*(M) 一 *E*(M) 满 足 : 
(i) dE*(M) c E**1(M) ,Yk>0. 

(i) @ fe O°(M), M df(X) = X(f), VX E A{M) ; 

(iii) dod =0; 


(iv) dlw Aw) = dwi A wa + {lw A dwa, Vw € EF(M), we € 
E*(M) . 


证 明 唯一 性 . 设 (Ust, 27) 为 M 的 一 局 部 坐标 系 ， 取 一 
HENTE V 使 得 了 CU. ER we E (M), Wwy Aw EU 
上 的 限制 ， 则 


wg = S fayda” 人 A dx* 7 Jis --iz z CSU) - 


将 fi fs gt, 1a Ei TESTE E, Bp > Wis dy E C™M(M), 
pi E C™(M) 使得 在 VY 上 有 
Way ty 一 Fay ty > YI = gÝ ,'' , Pare. 
t= S Paia dp 六 dpi, . 
TA, by = wr. 我们 有 
d( f(@—w)) = df A (8 — w) + fd(6-w) , VF E ChM). 
人 在 上 式 中 取 fe C™(M), 满足 在 VW* DRS O EV BHT RS 


集 上 等 于 1, 则 得 到 
fd@ = faw. 


于 是 
(dB)v = (dw)v . 
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SS ee ee eee 


tH (iit) Al (iv). 


dO = Y dihi in A dpa Ao A dpi. 


F aE Wy 
dfy = (df)y , Yf € C”(M) . 
所 以 有 
(dgjy = $ dfiy.g, AN drt A Adz’ . 
于 是 


(dw)y = dwy = $ dfi Ada A A pik. 


由 上 一 表达 式 可 知 d 是 唯一 确定 的 . 
关于 dd 的 存在 性 , 我 们 将 给 出 它 一 个 整体 定义 . Bw e E*[MM)， 
FEM: 
k+l 


(kt ldw{ Xi, at ;KEt1) = (1 X; . wA, n Xi, _ Akn] 


+=1 


+S (IHAA Xi], XL, Xa Xj sA kti) + 
i<j (3.3) 


其 中 X; 表示 在 位 置 X Tik. h (ii) 和 (3.3) 可 以 验证 (i). (iii), (iV) 
(参阅 (He, p.21)). : 

EM 3.3 SEAPRAARE MN, OHM BN BOR 
上 映射， 对 w E EFN) > 


(D"w)al Xi s Xk) = Ware) (APE) XI, ,d(T) Xk) ， (3.4) 
Xi E (M). 
定理 3.4 我 们 有 
B(w Awe) = P (wy) A B* (we), wi € E*(M), we € B'(M) , (3.3) 
d(B*w) = B* (dw). (3.6) 
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WBA Ll db XG, M 


Piwi Awe) Ai, Xs Miwa’ s Akr) 
= (ay A waal Yi TR 1 yt) 


1 一 
(RED! dD, ovis (Yo > Yoru) wre (Yati YolktD)) 
”ES 
1 “ 
~ (k+1)! SO {eo Bw: (Koay e Xel) 
" wESeys 


X Pwa Xoti t Aaka) h 
= Bru A Pwa KL s Xis Xett tt o Arn) ， 


于 是 (3.5) 得 证 .为 证 (3.6) 式 ， 我 们 寻求 bw 在 局 部 坐标 下 的 形 
式 . H (U, rl, 2f) AR {Vogt yee yw) St All 9 M 和 N AY) aA 
标 系 ， 且 亚 (C CV. FES RARS: 


yi = ps) Ej. 
t w e EN), 则 
wy = Y gajdy? Ao Ady , 95.0.5, € OW (V). 
所 以 Pw 在 U 中 的 表达 式 为 


Bape = Faj 0B B (dy A A B (dr) 











= >, >, Iii P a Boi Ave A dr. 
11ih Fide 
于 是 
Ogj, "jk Opi Fpj Ii, yi 
ix — e 一 . Fo... - dr' A- Ad tk 
d(®B wry Oy) j Br ÖT” Oxte s 7 
另 一 方面 ， 


OD jig a 7 7 
dwy = Da A dy A Ady”. 
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SS A, I re ee Re — a 








w _ Ög -is Oy; PPj Pir i ik 
®" (day) =). ai oP Bat Og ot te NAGE, 


所 以 


(*(dw)),, = B* (dw)y) = B* (dwy) = d(@*w)y = (dP*w)y . 


于 十 (3.6) 式 得 证 . i 


$ 4. 仿 射 连 络 


取 流 形 M 上 两 个 不 同 的 太 z, y, BR, TM ATM. 要 
OM 上 的 向 量 场 进 行 运算 ， 必 须 引 进 连 络 的 概念 . 
定义 4.1 所 谓 M 上 的 一 个 仿 射 连 络 , 是 指 一 种 给 定 的 运算 

规则 V, eee a [eX AM) 对 应 于 二 Cd 上 的 一 个 线性 

变换 Vx, HEME: 

(i) Vexsy = fVxtVy, 

(ii) Vx(fY)=A(NY + fVxY , 
Herp feC~(M), X,Y € X(M). 

B42 RUA MBN-ATR, MRK RY EU ES 
TS, WEU EL, VxY=0. 

证 明 不 妨 设 在 UU 上 Y= 0. ERA reU, WHE pE 


CH(M) 使 得 fic) = 0, 且 对 尾 意 的 y e UT, fig = 1， 于 是 
fY=YA 


VxY =Vx(f¥) = X(NY + fVxY, 


由 此 可 见 ， VxY Ær mAs. E 
RELEJ, VEU RI- THER Vu. WERU 为 
M ARRE, (c1,- 2) 为 UU 上 的 局 部 坐标 标 ， 则 存在 
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ee ee u yr a ie Ph * 


ri e C>(U) 使 得 





z ð 
Ve => TE. (4.1) 


TE, 称 为 V 的 Christoffel 系数 
下 面 我 们 将 引入 平行 移动 的 概念 . Eyle DAM EE 

He, YQ) AB AA: Y) ETM. 假定 它 光滑 地 依 

赖 于 te I 取 J 了 为 了 的 紧 子 区 间 ， 司 得 ir? y(t) 在 了 上 没有 重点 

Ay) 包 仿 在 一 局 部 坐标 邻 域 5 内， 那么 ， 存 在 X,Y € (MY)， 

满足 ， 

dytt) 


Y(t) 一 Fyt) : Ji 


= A it ,te ds. 


定义 4.3 BEM 上 -一 仿 射 连 络 V. 我 们 称 YEI) By 
是 平行 的 , 如 果 
(VY) =0, Weed. {4.2) 


FA, 我 们 说 明 上 述 定义 与 向量 场 XY 的 选取 无 关 . 为 此 ， 
我 们 在 局 部 举 标 (Ur o ,za) 中 表达 方程 (4.2). te 


;9 i 
X= X5 Y= oY 





则 
zift) = x(y(t)}, X = XY YD) = Yio), te 


BA Xi) = So hee E 


VxY = 2(2, xe 





. a 
yip y —— 
Ls; ) Ox; , 
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所 以 
-© +o 的] ) Seva =0, tEJ. (4.3) 





RZ, AETR V eTM). 不 妨 设 nm 6 了 根据 线 
性 常 微分 方程 的 理论 ， 方 程 (4.3) 具有 唯一 解 Yi(t),t E J, 司 得 
Y(n) =V, FE YO = Di Y Egi By) 是 平行 的 . 
定义 4.4 我 们 将 采用 如 下 记号 : 
Y (Ta 一 tr . 


iY (rm) E Tyin M 是 由 Y(n) = =V Hy 平行 移动 得 到 的 . 
定理 4.5 7 X,Y € X{M). May € M, BÆ X (zo) £0, i7 
AX 的 从 zo 出 发 的 积分 曲线 ， 则 


Yaa 


E Yara — 
(VAY den = im Dee me To wle) 


E 


a 
证 有明 id ze wt ion A (w) = Wn ,O<ase. 我 们 有 





[x}=0, 0O<u<e, 


a j) = vee) , 


由 中 值 定理 ， 存 在 0 < u* < e 使 得 Z*{e) = 38(0) + (ux). 于 
是 


(tiert) — Yo *(e) — ef Z*(u*) - Y*(0) 


—r — — 
— 


È E 
dy? ., 
$ x F 
= DO Thu" AAC ee 


tit 


Y*(e) — Y*(0) 


E 


Š e — 0, 则 
_ (thre Fao) 一 p ay" ; dy* 
lim -一 = ay (OY (0) + = -(0) 
= = (FY) ay) r E 
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eM 4.86 设 字 :i 下 (1 ED 为 对 上 一 光滑 曲线 ， 7 称 
为 测 地 线 , RR me EE we y(t 平行 . 

假定 y(t) (t € J) 为 一 段 测 地 线 ， 使 得 y(t) 没有 重点 (t E J), 
Aa) 包含 在 一 局 部 坐标 邻 域内 ， 则 由 (4.3) 得 出 ， 











攻 i J 
PAO Srp HHO 40 _ [4.4) 


dé dt 


TE, WHER ce M,X €T,M,X 70, HE RMA y(t), tE, 
局 得 
d 
(0) =x, =, (0) =X. | 
定义 4.7 给 定 仿 射 连 络 V, ART SR MT: 


T(X, VY) =Vx¥ -VyrX - [X,Y], X,Y EXM), 
R(X, Y)Z = VxVvZ —-VvVxZ—VixyZ , 
X,Y,Z € X(M). 


容易 验证 ; 


T(fX,g¥) = fgT( X,Y), 
R(fX,gV)hZ = fgh R(X, Y)Z , 


其 中 f,g,h E CM (M), X,Y,Z € A(M). 


§ 5. Riemann fits 


eM 5.1 HOR M ROA Riemann MÆ, WE Ve E M, 
HZA TL Ad 上 都 给 定 了 一 内 积 Ce BE or X,Y). BHR 
we, SP XY AM 上 和 任意 一 对 同 量 场 . 

定理 5.2(Riemann 流 形 的 基本 定理 ) 在 Riemann MJE LS 
在 唯一 的 仿 射 连 络 V 使 得 


(i) 8 T =v, 
Gi) Z(X,V) = (V2X, Y) + (X, VzY), X,Y,Z E X(M) . 


条 件 (ii) 表明 了 诱导 的 平行 移动 关于 Riemann 度量 是 保 让 
的 ， 连 络 V 称 Levi-Civita HS. 
证 明 (i) BOF Vx¥ -Vy 二 [X,Y]. 由 (说 得 


ZX Y) = (Vx Y) TX, VY) + Z, XY. (5.1) 
在 上 式 中 变 搞 XY Z 的 位 置 ， 我 们 有 


XY, Z) 一 (Vy X, 4) + (Y, VxZ4(+(Xx, Y|}, 2) J (5.2) 


Y (Z, X} = (V2Y, X) + (Z, Vy X) + (Y, Z], X). (5.3) 


(5.1) 加 (5.3) dah (5.2) 得 


2X, V ZY) =Z(X, Y) +Y (Z, X) + (X,Y), 2) 


— {2, X], Y> — [Y Z” -XY 2). (5.4) 


由 {5.4) 可 以 清楚 地 看 出 YzY 是 瞧 一 确定 的 ， 反 之 ， 由 ($5.4) of 
出 发 定义 VzY, 可 以 验证 它 满足 连 络 的 两 个 公理 ， 且 满足 定理 中 
FPF (i) 和 (ii). z 
在 以 后 的 讨论 中 ,我们 固定 LeviCivita EH. 
流 形 M LAER Riemann 结构 将 诱导 M 上 的 Riemann 度 
E. Atii., E tm 人 人 过 二 过 为 则 上 的 一 光 清 线段 ， ? 
PO te ae OF 


1 
Lo) = f Od., (5.5) 


其 中 $0) = SP. 
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一 一 一 - -m -一 一 .- -mm mu- 一 


mM 5.3 REM ABN, we.ye M, id 
d(x,y) =inf{L(y): yO) = z, 11) = 7 为 光滑 线段 } ， (5.6) 


容易 验证 ，d 定义 了 M 上 的 一 距离. 

流 形 M A 完备 的 , 如 果 它 是 连通 的 且 (M,d) 为 一 完备 度 
AR]. 

定理 5.4 给 定 一 连通 的 Riemann 流 形 ,下 面 三 个 条 件 是 等 价 
By: 


G) M 是 完备 的 ; 
(i) M 的 有 界 闭 集 是 紧 的 ; 
(ai) M 中 的 测 地 线 + 可 以 无 限 延长 , 即 7 的 定义 域 为 了 = R. 


证 明 H [He, p.56] Æ [KN 1, p.172}. E 
下 面 我 们 讨论 长 度 变 分 的 思想 ， 固 定 两 点 zx,yEM, 记 


Pe{y: [01- 一 还 段 光滑 曲线 : 710) = ayl) S= y}, 
T, = { 沿 7 逐 段 光滑 的 向 量 场 X(r) : 
X(T) € Tain M, X(0) = 0, X{1) = Ot. 


T, 具有 线性 结构 ， 可 当 作 工 在 点 y 的 切 空间 .长 度 天 是 下 上 的 
5. MARE X eT), 考 趾 一 组 曲线 ?满足 如 下 性 质 ， 


GQ) yer, -e<sce; 

(ii) P =y; 

(iii) 存在 [0,1] 前 一 个 分 划 :， OStatic etl, 使 得 
(t, sjt (t) 在 每 个 矩形 [ti titi] x (~e, €) 上 是 可 被 的 . 
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(iv) 对 每 个 固定 的 te 上 了, (H2) = XY. 定义 
d 身 
dL(X) = BT a (5.7) 
定理 5.5 ycr 是 测 地 线 ， 当 且 仅 当 aL(X) = 0,vX € T}. 
证 明 SL [KN 2, p.80] . 
注 随机 变 分 计算 便 是 上 述 思 想 在 讨论 连续 轨道 时 的 发 展 . 
FERIIS H Laplace-Beltrami AF. Bie fe C@(M), f 
的 梯度 Vi c X(M) 由 下 式 给 出 ; 
(V F(z), X(a)) = X(f)(a) ,YX € X(M) . 
在 局 部 坐标 系 (U, 21, an ta) F, ig 
ð` ð 


; EU. 
Öri De)” 


gijle) = { 
上 式 可 理解 如 下 :; Re eCM(M), plr) = lly) = 0, Yy e U". H 
局 部 向 量 场 更 扩展 成 向 量 场 A X(M), 则 
Gij{Z) = (Az, Ajte - 
Hid (g) 为 (oa) 的 着 矩阵 ， 则 (VAE) = Te, gw) BE. 
定义 5.6 记 G = (gi;), HERRAR EU WERZA f, 


f Faydutzy = f Fa) det Gla@jdsi dra. (5.8) 
dy ty 


RERU 上 的 另 一 坐标 系 (名,… ye), 令 了 = GH) 为 对 应 
的 Jacobi 阵 ， 则 在 新 坐标 系 下 ，G =J GJJ" HI eB), 


J f(y)dv(y) = f f(y) det Gt dy .dy 
ir rr 
- | flay det Ie GI-1 | det J | day ---dag 
tf 


- J, fr) det G(x) day -dza . 
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由 此 可 知 定 关 5.6 不 依赖 于 局 部 坐标 系 的 选取 . 

令 {Unn 21} 是 M 的 一 列举 标 邻 域 , 它 构 成 M 的 局 部 有 限 
Mm. 设 [9;,n > 1} AME M 上 从 属于 (Con > 1) 的 单位 分 
解 , 即 On < C°(M) 满足 下 列 条 件 ; 


OLELESE 
(ii) On BUS suppé, 是 紧 的 ， 且 suppé, C Un; 
(iii) 对 任意 紧 集 K, 至 多 只 有 有 限 个 ? 使 得 suppe, NK #4; 
(iv) > n>10n =] 
记 CM) AM LEY SHES RRA RMS. REL 
C.(M) ER 
TCF) -工人 Paf dy , f © Ce(M) , 


其 中 右边 的 积分 如 (5.8) 定义 ， 由 Riesz MERA, FEME 
一 Borel 测度 dv{ 我 们 仍 采 用 同一 记号 dv), 使 得 
T(f) = dy 
(=f 


dv 称 为 M 上 的 Riemann WE. 记 CPM) = C.(M)NC™(M), H 
取 fg E CPIM) WHEN 56 及 分 部 积分 公式 知 ， 存 在 Ami E 
Cm>(M), 使 得 


Au7 加 = f (FG), Valede). 9) 
M AT 


ETY 5.7 An BOA M 上 的 Laplace-Beltrami W F. 
+ 在 上 面 定 光 中 ， 并 没有 出 现 连 络 的 概念 ， 实际 上 ， 对 任意 
仿 射 连 络 V, 我 们 也 可 定义 相应 的 Laplace 算 子 ， 取 三 E 二 Gd 
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Ace M, WW 2+ 4Ax(Z) = (VzX) BTM 上 的 线性 变换 . 
定义 
(div X} = Ax AIH , 


则 相应 的 Laplace YFA: AV f = —-div(Vf}. 4 V 为 Levi-Civita 
tA, CL EAP EMS. 


$ 6. 规范 标 架 从 
给 定 一 Riemann 流 形 好 ,我们 取 Levi-Civita ER. re M, 
z 上 的 规范 标 架 * BSH: 
r: Rİ—T,M , 


其 中 RI 赋 以 欧 氏 上 距离, 记 OM) 为 M LAREIRA, M 
OM) 具有 一 微分 结构 ， 使 得 QCM ) 是 微分 流 形 ， 并 且 


(r, g)tr i g? 


是 O(M) x Old) A O(M) 的 光滑 上 映射， 其 中 Old) 为 R? LIER 
阵 群 . 记 sold) 为 Old) HERR, EHR? ERR RERE N. 
定义 6.1 $E qE sold), iE 


d 
= -- 2. p7“ 
g(r) = oa e } . 


q BR OM) 上 的 基础 向 量 场 , 它 不 依赖 于 连 络 的 选取 ， 
4 O(M) 到 上 的 自然 投影 ， 则 


drr): g" =0 ,Ye € sold). 


FL, HF alre) = alr) = a, 两 边 对 e 求 导 ， 并 令 <= 0, 
则 得 到 上 式 . 
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一 


命题 6.2 id 
V = {Ae X(O(M)) : dmir): A =0, Yr}. 


映射 gr 一 >9* 为 sold) A Y 中 的 单 射 . 

H g—R,lg) =r- g` E Old) 到 OM) 中 的 光滑 映射 ， 
R. g*(r) = dRr{e)- -4 于 是 { :deEsod] AV 的 线性 子 空间 . 
现在 设 ; 

g*(r) =0, Yre O(M). 
RNA g*(re-*) =0, B žr. et =OVt> 0. Fe = Ta( 恒 等 
RET), g = 0. E 
l TERIH OM) 上 的 水 平 向 量 场 ， 它 依赖 于 流 形 上 的 
连 络 . 记 {aso ,ta} BUR? LARUE. Her € OlM), z= x(r). 

W n= reac TM. Shir) AM EWA se BHR, 5 a 相 切 的 
Me. do rir) 为 7 HY G(r) 平行 移动 生成 的 项 线 . 

ENX 6.3 我 们 将 采用 如 下 记号 : 


d ， 一 
A;{r) = tenet , $= l,- ,a. (6.1) 


WR 6.4 我 们 有 
fr) =€,,2=1,-'-,d. 


WAR H rr) 的 构造 ， Art7i;(T)) = &il7), 于 是 


dn(rjA; = FCO = { set} = rē. 由 


二 一 眉 


EM 6.5 (1) O(M) 上 上 典 则 微分 形式 8 SM OF: 
(OZ), =r 1drfr]2r , Z E XO(M)).: 


"1859 


` 人 
es es  mō— > 


(ii) (M) 上 EWE Ao MF: 
d 
wlz) € so(d), Hw(z)* =z- > 6*(z).A; . 


由 命题 6.2.6.4 和 维 数 定理 ， gr 一 gy Seb EL sid 到 下 上 
的 线性 同 构 . 由 8 的 定义 容易 验证 ， 2-302, aA EV .于 是 
定义 6.5(ii) 是 有 意义 的 . 

我 们 有 如 下 关系 式 : 


OA) =e, Oig) =0, 


wlAi) =0, wg) <4. (6.2) 


定理 6.6 { Ai, i= 1,--: d, gi; 51 < È <j < d} 在 每 个 切 空 间 
T,O(M) 构成 一 组 基底 ， 其 中 gy 是 sold) 的 典 则 基质: 
人 一 一 1 


证 明 由 (6.2) 容易 证 明 A,i=1,---.d,qi,1<i<j<d 
线性 无 关 ， 于 是 它们 构成 切 空 间 的 基底 . 
现在 我 们 讨论 9,w 在 O(d) 作用 下 的 变化 ， 记 R,{r)=rgt. 
TH 6.7 我 们 有 
(i) R30 = gê ; 
(ii) Rtw = Ad(g)w . 
证 央 首先 ， 我 们 有 
R*0(Z) = gidaRofr)) 
== gr dn{R,{r)) dR (rjZ 
=g ‘d(roRg)(r)Z 
= g`? dn(r}Z = gO{Z). 
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ey ee he 
DP A rp 


故 (i) 式 得 证 . H G), Z 为 水 平 向 量 场 时 , dR) 仍 为 OM) 
上 的 水 平 向 量 场 ， 于 是 只 需 对 Z = q* 的 情形 验证 Gi). 由 于 


4 sk 市 市 l d — E 
Re a") = ngs (dR 4°) = ro | ER glee yh, 


下 > 一 各 
A. 
{ Potre-] 一 {aro ge wg 
d _ de <0 
— d -1 sadon) 
= ry -e 
E 下 一 心 
=(Ad{g)q) “(rg7) , 
THA 


{Rjw)(g") = Ad(g)w(q*) . E 


最 后 我 们 给 出 OM) 上 的 结构 方程 
定理 6.8 我 们 有 


dd = —w ^ 0, 
dw = —w Aw + 92, 


其 中 O(a, b) = r~t o Rra, rb) or, Va,b E RË. 
证 明 OA [KN p.77,p.120, p.133]. 
注 2 A SURE RARE, MBCA R E OM) 上 的 表 


一 一 一 


Fipe 
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第 二 章 随机 微分 方程 


本 章 讨 论 流 形 上 的 随机 微分 方程 、 随 机 流 及 Riemann HJE E 
Brown 运动 的 构造 我们 假定 读者 对 Ito 随机 分 析 有 一 定 了 解 . 


§ 1. R? 上 的 随机 微分 方程 


给 定 RI 上 六 十 1 个 向 量 场 Ao, 41,.'… ,Am. BER A 满 
Æ Lipschitz # fF: 


| Ai(z) — Ai(y) |< ele- yl, Ya,y € R? 


Th PES PER E: Ae) < (1 + Jal). & (wt), 0 < 
t < 00) Ay RS Se] LAY m- SE Brown 运动 . 入 Fe = ofu(s),s < 
t). 考虑 RI 上 如 下 Itó 随机 微分 方程 ， | 
dX,(t) = > Axl Xet) ydw (t) + Aol X ult) dt, (1.4) 
axl ° 
Xo) = 2. 


定义 1.1 R 上 (F) SMM XL) ROWE (1.1) 的 
解 ， 如 果 

(i) 对 几乎 处 不 wt — X,, (t) EH BEM, 

ii) Xot) = e+ PL, h AalXuls) dw (s) + fo Ao(Xu{s))ds. 


定理 1.2 方程 (1.1) 存在 唯一 解 . 

WEAR W H. 第 四 章 |. 

注 上 述 意 义 下 的 解 是 通常 所 说 的 强 解 ， 

今后 ， 我 们 令 W=cUR, — R") EW 上 赋 于 有 界 区 间 上 
— Bora Fath, S F AW BY Borel o- (UH, IP A (2,7) 上 的 标 
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H Wiener MI. id 
M4 (w)} = wht) y O<t< 00, 


W (Wat > 0) 为 (WF, P) 上 的 m H Brown 运动 . 为 了 记号 上 的 
方便 ， 我 们 直接 用 (w) t > 0) a (Wi(w),¢ > 0). 
方程 (1.1} 的 下 述 马 氏 性 是 对 应 的 热 半 群 理论 的 出 发 点 . 
定理 1.3 若 记 X.(t,c) 为 方程 (1.1) 的 解 ， 给 定 了 > 0, $ 


(@,w)(£) = w(t+ 7} — w(r), 


则 
六 tt 十 T, 工 ) = Xe, w(t, Xur, z)). (1.2) 


证 明 记 FF 为 由 {w(s +7) -alrjis< 甘 生成 的 o- 代数 ， 则 
dw 为 (Fr) Brown 运动 ， 且 与 X(T.) 独立 ， 我 们 有 


Awlttr) 一 Xy,(7} 


t+r 

=> Ag(Xy(s)jdw*(s) + | Ag(X1,(8})ds 

-> f Aal X (8 + 7))d(6,w)™{s) + f Ao(X uls + T))ds . 
于 是 Xu(t+7) 满足 方程 


dYa (t) = S(¥(t})d(8-w)*{t) + Ao(Yu(t)) ds, 


¥,,{0} = Xy (7). 


由 解 的 唯一 性 知 ， Xw(t 二 7) = Xo, w(t, Xor). I 
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$ 2. 流 形 上 的 随机 微分 方程 


为 讨论 简单 起 见 ， 从 现在 开始 我 们 总 是 假定 微分 流 形 MAE 
致 的 ， 在 这 种 情形 下 ， 我 们 所 讨论 的 随机 微分 方程 总 是 具有 整体 
解 . 
给 定 Ao, A1,… Am E 二 (MM)( 流 形 M 的 维 数 总 是 假定 为 d), 
类 似 地 ， 我 们 考 患 如 下 的 随机 微分 方程 ， 


dX.(T) = >， Aa(XulT)) o dw (1) + Ao(Xu(r) dr , (2.1) 


a=] 


X1,(0) = FO, 


其 中 odu” 表示 在 Stratonovich 意义 下 的 随机 微分 , 这 样 处 理 有 两 
个 本 质 性 的 原因 , 首先 要 考虑 方程 (2.1) 在 坐标 变换 下 的 不 变性 ; 
另 一 方面 ,我 们 将 在 下 节 中 看 到 ， 方 程 (2.1) 实际 上 是 党 微分 方程 
的 极限 情形 . 由 于 方程 (2.1) 实际 上 是 积分 方程 ， 而 在 流 几 上 直接 
求 和 是 无 意义 的 ,那么 ， 怎 样 看 (2.1) LE? 当然 ， 我 们 可 以 通过 
局 部 坐标 来 解释 (2.1)， 我 们 将 采用 这 种 方法 来 构造 方程 (2.1) 的 
解 . 

EX 21i M 上 的 一 连续 随机 过 程 {Xuf7)，r > 0} 称 为 方程 
(2.1) 的 解 ， 如 果 


(i) Xa(7) KT F WN; 


(ii) 对 任意 的 了 < CMM), 


HX) | ‘APs ts) od (s+ fAasKXe(s)ias 


mx 二 ] 


”定理 2.2 方程 (2.1) 有 唯一 解 ， 


» E i f: E 


-一 -一 一 一 一 Cr 


a ———- 


H. Æ U h, 


证 明 给 定 to EM, 取 zo ARRIR U. BRE U 是 相对 紧 


将 os 扩展 成 在 R 上 有 紧 支 集 的 光滑 函数 ,考虑 R 上 的 随机 微 
分 方程 


dX} = $ o} (X) odw(t) + of (Xi )at, 
二] 


AQ = Tü- 


此 方程 等 性 于 


dXi = 5 ot (edw (t) + (oh + : D zoiak) Xa, 
Xo = oo. i 
由 定理 1.2 知 ， 上 述 方程 存在 唯一 解 Xz w). > 
Ty(w) = inf{t > 0, Xylao,w) ¢ U}. 


定义 


XUutt, To, W) 一 Atary(w) (Fo; w) 7 


其 中 A 表示 对 商 者 取 下 端 ， 则 Xul row) eU, v> 0 ,现在 取 
zo 的 另外 一 个 相对 紧 局 部 坐标 U, 则 


Xuft, tq, w) = Xft, 29, w) YEZ Trr{tw) A Te; (wy) . 


事实 上 ， 在 学 标 票 i= (oa) F, Aa = V1, iali). 由 








EE eee ed hr -HIP rh 


于 是 
Az; 
61 (#) = Y okle) E, 


Ox 
P k 


由 It6 公式 ， 令 y = 2(Xult, c, w)), W 





; dz; 
dyi = >, Br (Xvult))o dX(t) 





=>, ari (Xolt)os (Xu (t) o dw lt) . 
ke 





十 2 Be (Xu (tjo (Xvu(t))at 
= DACA, o dw” (t) + aly, jd . 


由 解 的 唯一 性 知 : 
n = Kit, Zo; w), tS Tew). 


所 以 方程 (2.1) 不 依赖 于 局 部 谷 标 的 选取 . 


现在 取 一 组 相对 紧 的 局 部 坐标 {U8,8 = 1,---,N}, 使 之 构成 
M 的 覆盖 :对 =s Us 假定 其 中 有 Uno U AR 如, 定义 


Z(t, xo, w) = Xv (t,o, w) , Vt € [0, Te, (w), 
其 中 7,,(w) = supp cici {Tu (1w)}, EHERT (Fi) 的 停 时 : 
好 < t} € Fi = 


id rlw) = 7.,(w), Xu(t) = R(t, zo, w), t € [07]. MAAE, B 
E Tanlw) 已 经 构造， H Xwlt) 对 tE 0, Tn {wt HAE. 记 

Pn = X(t), balt, w) = wt + Tn) — with) - 
Aid Fl" = of{w(s+7,) 一 二 (Tn) 8 < t), H Brown 运动 的 强 马 氏 . 
PER, bn KF o- 代数 流 五 ” 是 Brown jia. Ri EN: 


Tn+1 = Tn 十 Fx, (ba) 
Xw(t) = E(t — Tn Eni bn) , t E [Try Tet] . 
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我 们 有 


{Tn41 < t} = LPen (bn) < — Tr} 
= |) {nbn < rn {mtr <t]. 
reg rat ‘ 
给 证 (Fal HAS ht F, 记 io =g{A: AN {7 i} E Fy}. Sy FL} 
Fe? CF - 


而 72, (On) 是 (Fr) 的 停 时 ， 于 是 {fr (bn) < rp eE Fl CF. 
所 {ff (bad < rhoi{mtr<the A. Wi Tap 仍 是 (Fo 的 停 
if. tit. =sup, 7, 则 由 M BORE, 72. = +00. 

ER M BFE U, 我们 有 


{w, Awe) EU} = (J fw : X(t) UO} Aft, <t < tyr} 
no] 


— UJ ({w : £(t — Tn, Tn, bn) € U} N {Tn < t}) V4 Tn44 之 i} E Fi. 


ni 


MERTI: 上 面 构造 的 连续 适应 过 程 X(t) 是 方程 21) 
ORR. EHR f e C™(A), Bi 


F(X ene) fe 
> 起 (sj)os(Xu(s))o dw? (8) 
a f PL AAA (jc 
=D [- (Aa f)(Xuu(s)) 0 dw (s) + / (Aof)(Zu(s))ds 
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类 似 地 ， 
起 过 让 A Tn41 }) 一 FCW (t A Tal) 


(t-trtnATa, En) 
= 二 / Aaf (2(5, Ens bn)) o db? (s) 
ü 


It tA Trn Afen (bn) 
+ J Ao f (#{3, £n, bn }}de 
0 
tAtT, +4 tATa+1 
=f Aad Xol) 2dur(s) + | Ao f(Xuls))ds | 
a LAT, Tn 


zona, WA 
f(Xul(t Ata) — feo) = F` j ” Aaf(Xa(8)} o dw (s) 
+ f ” Aof (X jes， 
令 n — +00, 则 得 
t t 
FX- f AaS Xul) odwe(s)+ [Aas Xu(s))ds 


MEE i Be Ahy. E 
+ 上 述 构造 方法 显然 适合 于 非 紧 情 形 ， 此 时 7 为 随机 过 程 
Xoe AREER. 


类 似 于 和 定理 1.3, 我 们 有 
定理 2.3 方程 (2.1) 的 解 具 有 如 下 马 氏 性 ; 
Xwlt+7,29) = Xe wlt, Xol); tr>0. 


证 明 4 Y,,(t) = Xu (t+ 7,00), ER fe C~(M), 则 
FY) — (Xu (7) 
T+ T+t 
=E APX) odul) | Aas Xu(s))ds 


=Y f (Aa PY o drw) ls) + f Aof Yala). 


于 是 定理 2.3 由 解 的 唯一 性 推出 . I 
定理 2.4 SL = 5, 42+4o, 则 对 任意 的 FE CaM), 


F(X olt) — flee) 
>> f ASX dw) | EDK)as 
证 明 根据 to 随机 积分 和 Stratonovich 随机 积分 间 的 关系 ; 
Aa (West) odu" (t= Aa FX olde EH lAa f (Xue) dwelt), 
土 式 最 后 一 项 为 随机 压 央 项， 将 As BA f, 则 得 
d Ag f(Xu(t}) 一 (AgdAat)(Xul(t)) odw*(t) + {AoAo f) (Xu lt) jdt. 
{3 
于 是 
Yd Aa FX leew (t) = SD AXo) dt. 
HE 2.11), MERRE R. i 
+ 上 述 绪 果 将 扩散 过 程 与 微分 算 子 工 的 关系 角 显 地 表达 出 
来 了 ， 在 实际 应 用 中 ， 有 时 仪 信 只 用 到 Streock-Varadhan BMF 
的 Be 问题 的 解 . BEM 上 一 微分 算 子 L, BMA RRS i 
(0,7, AAE P (FL) AO ER o- 代数 流 } ER M REESE 


应 过 程 (XX,) 称 为 L RB, WENER f € C”(M), 
F(X) — f (Xo) — PULP X,)ds B— PM. 


8 3. 极限 定理 


为 简单 起 见 ， 我 们 只 分 绍 Brown 32 3) PR BY oe Be REE a xb 
理 方法 ， 较 详细 的 讨论 请 参看 IWR]. 
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一 


缩 定 自然 数 于 > 1T > 0 我 们 定义 wilt) FERRER, €E 
BaF in A ae H: 


i(t) = 2"(w((k + 1)27") — w(k27-")) , te [A27", (k++ 1)27%) ， 
k=0,1,-..,72"—1. 
BD XT że [k27", (k + 1)27%), 
W(t) = walk) + T {wlk + Lw”) — w(k2-")) (t — k27"). 
现 考 虑 方程 (2.1) 对 应 的 常 被 分 方程 ; 
HE) = 2 AWOR + All), 3.) 
¥(O) = £o . 
它 有 唯一 解 X(t, ro, w), t> 0. 并 且 由 常 微分 方程 理论 可 知 ， 


Tü > Xan (t, To, w) 


是 -一 光滑 映 射 (对 t, tw 固定 ). 记 Ara X nit, Lo, w) Al Xnli; 2g, w) Fa 
TAE coe 并 的 微分 ， 则 


zo Xnlt zow) : Te M Tt ro) dt . 


当 参 数 tn ae EARLY, 动 空间 PX t,o 也 随 之 变化 . Ad T 
服 这 个 困难 ， 我 们 将 流 形 M 莽 到 某 个 欧 氏 空间 RY tE. FE 
RY AA RH eR Ao, 41,…… Am 使 得 


A;{z) = Aix} , Yre M. 


(参阅 {CC,p.28].) 现 考虑 再 ” 工 的 方程 


dX, = >o Aal X o dw (t) + Ao( Xr)at, (3,2) 


a=] 


Ag = &q , 
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dŠ = ($ AXP walt) + Ao(XP)) ae , 


a=] (3.3) 
Xr = Lo. 
于 是 当 zo e M 时 ， 由 解 的 唯一 性 ， 
Xdw) = Xw), Vi>o, a.s., (3.4) 


XT(w) = Xalto w), VO<t<T. 


定理 3.1 if (zow) 及 XP (eo, w) SHADE (3.2) Fl (3.2) 
的 解 ， 则 对 几乎 处 处 的 w, 一 致 地 关于 (t, zo) € [0,7] x K, 有 


Xi{xo,w) = ,lim XP (zo, w) ， (3.5) 
Beg Xr(zo,w) = lim Oro Rr (x0, w) ， (3.6) 


Hp 下 为 RY pH eR. 
证 明 [Mo] Æ [R]. a 
推论 3.2 对 几乎 处 处 的 w, 关于 (t, 20) € [tT] x M — RH, 
和 的 一 Im Xnlt, eow). 


推论 3.3 记 Uiw(zxo) HAE (2.1) 解 的 上 述 修 正 ， 则 对 几乎 
处 处 的 由, 对 任意 的 上 > 0 zo0mUiv(zo) AM BM 的 连续 可 微 
映射 . 

+ 随机 微分 方程 (2.1) 的 解 可 以 通过 极限 定理 (推论 3.2) 来 
HA. 


S 4. 随机 微分 同 胚 流 


R (Xat) 为 万 程 (2.1) HA. ET > 0 考虑 反 向 Brown 
运动 
w(t) = wT w(t), 
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则 wt) 与 X(T) 独立. 
4 Üi wiro) 为 下 面 随机 微分 方程 的 解 : 


dX u(t) = $ Aa(Xu(2)) o dw (t) — Ao(X w(t) de, 
a=] 
Xo 一 rp. 


命题 4.1 于 列 关 系 成 立 ， 


Ur _t w = De aw Q UT w Drin = Us ap z Ora 1 {4.1) 
Gita we 一 Os Gu o Uaw ’ ft， 8 > 0. (4.2) 
证 阴 我 们 有 


d oe a 
yon? — t, Xo, w) => 之 Al XA lT — t, žo, w)jin(t) 


一 Ag AX aT 一 t, Tia w)) . 


令 OP, (zo) Ay tn i NR: 


个 =A (È nit) Jn — A$ T(t jdt, 
x70) = fo, 


则 
X(T - t, to, W) = Dn, (X(T)), 


对 上 式 两 过 应 用 推论 3.2, $ n + +00, 则 对 儿 乎 处 处 的 w, 


Ur_iw = Oe 0 UP 


用 同样 方法 可 证 明 其 全 两 个 等 式 . 
定理 4.2 对 几乎 处 处 w, 对 任意 的 上 > 0, Uiw 是 M 上 的 向 
AE: 
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证 了 明 在 (41) P, $ T= W 
Dio o Uiw = Ut o Üo = (SR . 


再 将 推论 3.3 分 别 应 用 到 Ui M Dro L, WES Uo EM EB 
ft 4+ TB] He. i 


$5. M 上 Brown 运动 的 构造 


由 于 在 一 般 的 Riemann 流 形 上 ， Laplace-Beltrami 算 子 不 能 
写成 如 下 形式 ， 


ad 
Au =- >> Xa 4 Nox = (A) r 
a 二] l 
FFE §2 的 理论 不 能 直接 应 用 ， 按 照 第 一 章 Mids, RIMER 
A1,… Ag AR RA OM) 上 的 典 则 水 平 同 量 场 . 定义 OM) 
上 的 水 平 Laplace 算 子 : 


d 
AOM) = yoa - 


< 二 1 
命题 5.1 对 任意 的 fe CRM), A 
Aon fom) = ~(AMf) on, (5.1) 


其 中 7 为 OOM) 到 好 上 的 自然 投影 . 
证 明 在 局 部 坐标 (U,z1,-… ,Za) 下 ， AM 可 表示 成 


a ,9 
(Amf) = > 的 (2 5 s- r on . (5.2) 


2 了 





由 测 地 线 方程 { 见 第 一 章 {4.4)) 可 定义 在 zo 点 附近 的 法 坐标 V( 参 
Ea (CC, p.145]). ERRER (V 01,:°:, aa) F, 


gij (£o) = 43; , Pi (eo) =O, Vi,j,k. 
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于 是 由 (5.2) 式 ， 


d o2 
(Asef) (to) = -$5 50) . (5.3) 


记 (e, :ea) 为 机 "中 的 典 则 坐标 ， 对 任意 使 r(r] = zo 的 
r€O(M), re; TERA (i, ,oa 外, 满足 Ei aiol = y. 另 一 
AA, EAR (Va ,Qa) F, Meo 点 出 发 的 与 (ad ,az) 
相 切 的 测 地 线 方 程 为 


Et) =at. 
于 是 有 
d 、 
A fom} = {7 for}, 
-5 Jan (zojox ， 
k= 
& | 
2 _ of ii 
Aj (f a T) = > Jaga; BO} + 
所 以 


Aor (fo T)(r) = at forn)( 
-De 
klk Oa, De 
d 
gf 
=- $ (ro) 
2 
k=l Pak 


= (Am f) on(r). a 


注 (5.1) Ba was Be 5.7 及 OM) 上 的 Riemann 测 
EE Old) 作用 下 的 不 变性 证 得 . 


“上 了 生 - 


现 考 虑 OM) 上 的 随机 微分 方程 ; 
d . 
dr,;(t) = 2, Ai(To(t)) o dw*{t) (5.4) 
r, (0) = ro . 
命题 5.2 i R,» Old EOM) 上 的 右 作 用 已 ofr] =rg7, 


测 | 
Fwlt) = Ry (rn {t)) = Tgw({t) >O. (5.5) 


证 明 我 们 将 应 用 极限 定理 (推论 3.2). hw, Aw 的 片段 线 
TEL, id ra(t.w) A (5.4) 光 渭 化 后 的 党 微 分 方程 的 解 : 


F . 
Pn lt, w) = 2, A (ret w)) ab, (2) ， (5.6) 


Tanl, w) = To. 
由 第 一 章 定理 6.7， 


(Ra 人 to) = g9 (Fa(t.w)) = gunld) , 
(Rg)*w(ti(t, w)} =O. 


于 是 p(t, w) = dRg(ra(t,w)) Enlt, w) MM PA: 


ad r 
Falt, w) = S Ailn (é, w)) a(t) , w= gu, 


=l 
Fal, w) = rog! . 


d 
dřolt) = $ A: (Fult)) o dë {t} , 


aml 
Ful) = rog}. 
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另 一 方面 ， 


FE = rm Ry (rnt, w)) . 


于 是 (5.5) 得 证 ， I 
定义 5.3 固定 reOUd) iz 


Y(t) = T(rw(t)) ; Yw{O) = ig = miro) 1 (5.7) 
Yalt) BA M ER) Brown aay. $ 
PM) = {MM 上 连续 辆 道 Y : (0, +00) -一 M}. (5.8) 


记 Py A yy TE IP(M) 上 生成 的 分 布 ， 则 由 命题 5.2, Pe 不 依赖 于 
ro 的 选取 ， 
定理 5.4 wh 为 村 上 对 应 于 算 子 一 Aw 的 扩散 过 程 . 
证 阴 只 需 证 骨 
GQ) {Pa s E M} 满足 强 马 氏 性 ; 
(ii) P.{y(0) = 2} =1, H 


FHA- FO) + 3 [ (A m F) (yts))as 


为 一 P D 直接 由 方程 (5.4) 的 强 马 氏 性 推出 ， 而 方程 (5.4) 
的 强 马 氏 性 由 定理 2.4 (SPE) 和 推论 3.2(Feller 性 ) 推出 TERE 
Gi). da f=fom 由 于 


Frett) -F lr (0)) 
一 > |/ Aif(r,(s)dw'(t) +f Ag myf (tu (s))ds , 


i=1 
. 故 由 命题 5.1 推 得 (ii), 定理 证 毕 . i 
EM 5.5 4 
tr 一 raafTt) ora (Ta) 
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MU Ee 是 Tyo) Tyr RES, 我 们 称 它 为 
沿 Brown 运动 轨道 Yetr) 的 Ite 平行 移动 ， 由 命题 5.2 40, te 
的 定义 与 ro 的 选取 无 关 . 


36. 随机 Jacobi 4E BE 


记 Up (ro)  OCM) 上 的 水 平 随机 流 ， 
Urmio) = Twf), ruf0) 一 rm， 
在 本 节 我 们 将 给 出 Uiw 关于 ro 的 微分 UL, 的 表达 式 . $ 日 = 
(Gw) 为 OLM) 上 的 典 则 一 次 微分 形式 ， 记 
Jwt ro) = Bro US On. (6.1) 


MU Jfw,t,rp} 为 Did} = IR® x so(d) E RER. 
定理 6.1 EX ug E End(P(d)), k =1,---,d: 


ukl = z$, (ux(2)) = 2 Mn" , (6.2) 


其 中 Os 一 (Mex, Er)ey, Ei) . 则 J (wt, ro) 满足 如 下 线性 随机 微分 
方程 : 
d 
wW, t, Tol = ux (J (w, t, rp}) o dwt), 
dJ(u,t, ro} 2, n( J (w,t,ro)) o dw” (t) (6.3) 
J(w,, ro) 一 ja SRR . 
证 阴 Ez e D(d), z= (2,23), Zw OM) 上 的 向 量 场 ， 
使 得 | 
Oro 2) =<; 
即 在 ro 处 有 (Z) = z, wi[Z) = 23. Se A OM) 上 2 的 积分 
He, A 


Ui lro) Zro = {Urale} . (6.4) 
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ee ge ee A mT -o 
-- 一 一 ee e A E ET 


考虑 rolt) BPE RERE h(t), 并 令 Ullr) = rlt w), 使 得 
Tall, w) = ro. & 

Aalt, = (0, CUP (ge)), 

palt e) = (w, CUR (¥e)) - 
我 们 有 

Treta) “Ean (Cale). 
Uo = 

考虑 从 Ra x [0,1] 到 O(M) prey Pn: 

(t,€) 9 alte) = UR, (Ge) 
及 反 推 微分 形式 (20, dw), 则 有 


Pid = anit, Edt + Balt, ejde , 
Ww = Onit, edt + pall, ede , 


其 中 {由 (6.5) 34) 


(6.5) 


an (tre) = (0, ZEM) = nld), 


on (i, €) = (w, im o 


于 是 | 
dyre — Pr av nS) ge A de, 
dwrur 一 AEP A de. 


舅 一 方面 ， 由 结构 方程 { 见 第 一 章 定理 6.8) 
pa (da) = A = A = p,(t, bn(t)dt A de , 
ab se ab tw Awe + n) = Miint), Anit, E), 
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由 于 dpo = paldo), dvrw = yt (du), HE 


08,,(t, €) 
a 
Op, (t, €) 
a 


= Pu(te)w, (f) s 
= O(a, (t), Bn CE, €}) ’ 
在 上 两 式 中 令 © = 0, 并 令 n+ +00, 由 极限 定理 得 ; 

dG(t) = p(t) o dw(t} , - 

dplt) = odw(t), A(t) ; (6.6) 

F0) =z, py(0) = 2}. 
将 {6.6) 式 用 分 量 写 出 ， 我 们 有 

df(t) = $ p(t) odw (ty ， 
k 


dpy(t) = > Ni odw*(t)a!(e) . 
ied 


& Jw tro 为 方程 (6.3) ROAR, Z= Jw, t rotz, 出 


于 是 定理 得 证 ， E 
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RoE 热 半 群 


本 章 将 通过 扩散 过 程 来 研究 热 半 群 的 一 些 分 析 性 质 . 热 方程 
解 的 概率 表示 是 一 个 经 典 的 结果 . 


51. 热 方程 
给 定 紧 Riemann 流 形 M 上 一 组 向 量 场 Ag, 4A1,:… Am 考虑 
二 次 微分 算 子 ， 


] TH 
L= 5 2 AŽ + Ao. 
设 X.(t,2) 为 对 应 于 工 的 扩散 过 程 ; 


dX,,(t, z) = > A {Kilt 0)) odw(t) + Ap( X(t, x) dt , 
rat 


Xw(O,e) = x. 


定义 
Hif (e) = EB[f(Xutt, 7)] , VF € CPM) . (1.D 


命题 1.1 id u(t, z) = fr), Wj u c C(O, +00) x AZ). 
证 有 明 首先 ， 由 第 二 章 WHR, FE Xt, 工 ) 
的 一 个 修正 ， 使 得 对 几乎 处 处 的 ww, 对 任意 上 > 0 cr 4Xu(t,c) 是 
光滑 映射 于 是 对 任意 fe C°(M), a Arf (x) 是 光滑 函数 . 
BIR, HF 


F(Xw(t,2)) — Fla) = w+ f EN) (Kuls,2))as 





在 上 式 两 边 取 数 学 期 望 得 
H.f(e) = fle) + f BLP (Xue a))ds 

即 | 

t 
Hif(a) = f(e) + f HLS (e)ds. (1.2) 

Ü 

由 归纳 法 易 证 

ESEE flab part dia am HL leds, 


由 此 立 得 命题 结论 . I 
定理 1.2 (i) ECM) EA LH = HL; 
(i) Hef 满足 如 下 热 方程 





a, 
we) = (Luts) | 
u(O,a} = f(z) . 


证 明 FH (1.2) 式 知 
. ita 
Haf (2) = Heftx) + j H Lf(x)du , 


于 是 
lim Hipa fiz) _ Ai, f(z) 一 (Hy Lf) (x) (1.3) 


5—0 & 


另 一 方面 ， 由 马 氏 性 知 Af 满足 半 群 性 质 : 
Href = HH:i 1 


从 而 有 
— (LHF) (x). (1.4) 
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由 (1.3) 和 (1.4) 推 得 G), (1.4) 直接 给 出 Gi), 
定理 1.3 (Feynman-Kac 公式 ) SE V EC™(M), > 


vt, 2} = E jef 人 zJ}, 


则 
(i) v € C™((0, +00) x M); 


(ii) S(t, 2) = (Lv), x)4V(x)o(t, 2), limo ye v(t, y) = f(r): 
证 明 由 It6 公式 ， 
dedo V (Nw eds g (Xw(lE, z)) 


= > edo Vi Xulaz)}de (Aaf) (Xu ft, 2) ) gao 人 
telo Vlas TY (X(t a) f(Xul(t,2)) + (Ef) (Xult,2)) Jat. 


4 Qu, fz) Ee Vw 4 £(X(t,2))], 则 由 上 式 得 


(QD = + f Ovi tN 0.5) 
BAM, WF Xwtt 十 WY) = Xew(u, Xult)), 我 们 有 
(Quru f) (E) = BJE (eh VOED F(x, (64 u,2))| Fe] 
= [ele Vlees 
. Bledo V(X to) F a u(n Xu(t)))| Fal] 


= E [eh VCD O, f) (Xu (t,2))] 
= (Rauf) (x) ' 


于 是 Q 满足 半 群 性 质 Quu =Qe-Qu. 由 (15) RB 
im Pe) f) L y fiz) + Lfe). 


i—O t 
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BR TEE, Gul EE AP RR f, WE 
dafir) a 
§ 2. Brown ja a AY Bk pE 
现在 考虑 OM) 上 的 水 平 Laplace # 


d 
Lon = >A? + 


1 二 ] 


> Hi 为 对 应 于 二 入 orad] 的 半 群 . 给 定 fe C(M), id f = fod, 
则 由 第 二 章 命 题 5.2 得 l 


(Hf) (tog?) = E(f (Ygw(t,20))) = E(S (w(t, 20))) = Hif (ro) - 
EM 2.1 $ 


Pif (20) = Hif (ro) ， ro En fzo)] - 
命题 2.2 我 们 有 
Frasf 一 Po,f 1 Vi €E Cm (ME) + (2.1) 
dP, f (2) _ 1 
(HE) = -Awe). (2.2) 


WERA (2.1) 直接 由 定义 2.1 及 He = Hio H, HEM. (2.2) 由 
下 式 得 到 |; 


l dP, fizo) \ _ {ot Firo) } 


一 Z Aoun fro) = -5 (Amf) 0 (ro) - F 
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下 一 命题 概括 了 P 的 一 些 基本 性 质 . ， ?7 
命题 2.3 (i) Pe RR: Ju Peflaja(a)de = fy flr) Pig(x)de ; © 


(ii)Riemann 测度 是 P- 不 变 测 度 ， Pef lx)dz = Sag f(a) da; 
(ii) P, 可 扩充 到 (M, dr), 并 且 ||R\lneoe < 1. 
证 明 (固定 上 > 0, 考虑 图 数 


h(s) = | P._,flx)P.gajde , 
MI 


我 们 有 








dno) -1 f (AuP.of)(2)P,9(a)de— 5 f P,_,f (2)AnPag(w)de 


1 

= 5 f 已 -ffz)AMPgfz)dzr — 5 | Pt-sf lr)Am Pagla )de 
Mf M 

= 0. 


于 是 h(s) 在 [0.1] LERRA. Fp, k(0)= h(t). G) 得 证 . 
(Gi) Æ Gi) FS g = 1, W Tor Pr f(x)dx = Ju f(lajdz. 
(iii) 由 PAS(2)= B(fOu(t,2))) 及 Holder 不 等 式 


| Pef(x) Ps E() f(vw(é2)) P} = BFP) 
我 们 有 
f Pr Pa | rusetar=f gapas. u 


下 面 , 我 们 将 使 用 偏 微分 方程 理论 中 的 Weyl 引 理 来 证 明 对 应 
于 Laplace-Beltrami 算 子 的 热 核 的 存在 性 . 
RITE piro ds) AMER P 的 转移 概率 
Pef(eo)= | jzjptzoda) . 
m 
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定理 2.4 0G) pr(z,dz) 关于 M 上 的 Riemann 测度 绝对 连续 : 
pizo, dx) = plep LAr ; 

po 2). 是 定义 在 (0, 十 cc) x M LE a, 
(iii) 20) = 一 和 Aspefzoyz) , | 


Hp A, 表示 An 作用 在 cp; (20,2) E. 
HERS 4 ylt,2) 为 (0,400) x M. 上 的 具 紧 支 集 光 滑 函数 ， 取 
to > 0 EB (to, 2) é supp, Yre M. 于 是 由 1t6 公式 ; 


D = p (io, Ywlto, 70)) = Alto, ru (to)) 


-> Aapa, raun+ 厂 È +d docn) a (t, rtt) et 
= Sf Ag Ps, Tula pdw (a) f (£ — ;Aa ) pit, mS) 
其 中 Pbr) = elt, rir). 在 上 式 两 边 取 数学 期 望 得 
0 = i ds f (= 一 samye] {t, ©) pe (Zo, dz) 
g 1 
一 Í, jn (去 - = Am jolt, Tp (ro, dr)dt , (2.4) 


HE psfz,dz) 是 方程 Zult,c) + Amute) = 0 AR. 此 
外 ， 由 Weyel 引 理 (AL [Me,p.85]) 81, p(o, dz) = pe(xo, pdr, H 
(t,2)-9p.(20,2) BI BR. 于 是 由 (2.4) HER ii). 证 毕 . F 

注 pe CM(MxM), H plz > 0, viry) Ee RxMxM. 


§ 3. 微分 形式 的 热 方程 


给 定 M 上 的 微分 形式 a € EM) 我 们 将 研究 它 在 什么 情形 
FEE SECM) 使 得 


df =a. | GB.) 
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首先 ,由 绒 上 =0 得 知 方程 有 解 的 必要 条 人 忻 为 aa = OP o 为 闭 的 
HAET). 记 d 为 d 关于 Riemann 测度 的 伴随 算 子 (下面 将 给 
出 确切 定义 ), 则 由 (3.1), 满足 下 面 方程 ， 
d*df = d*a, 
BY, 
d* (df — a} =0. 
TĒ, 给 定 一 闭 微 分 形式 a 如 果子 oes (3.1) 的 解 ， 则 
dd* (df — a) + d*d(df — a) = 
或 
O(df — a) =0, 
其 中 o = dë + dd 因此 解 方程 (3.1} 归结 为 求 在 什么 样 的 几何 
条 件 下 ， 算 子 o 的 核 (PSS) 退化 为 和 0}， 此 外， OOS 
Rin SHIR M 的 拓扑 性 质 有 密切 关系 . ADP, BH 
究 热 半 群 e 王 ”来 得 到 热 方 程 解 的 一 些 分 析 性 质 ， 为 确切 定义 de 
Rham-Hodge BF o, RAGES RAK k 次 微分 形式 E*(M) 
H GE Ye FF(M). 在 局 部 举 标 (U, z1; tq} F, 

a= ai, ipdan Av A dti, Qiu, E C*(U). 
M 上 的 Riemann 44785 E*(M) 的 一 内 积 ( | a, 其 相应 的 范 
|||, BRM: 

| := > Airie 2, ght. gays... | “Fe J l (3.2) 


fy, leap oo ae 
lal? = f |a |? de. (3.3) 
if 


定义 3.1 jd: BX(M) — EHM) 为 外 微分 算 子 ， 其 伴随 
算 子 由 : EUM) — E(M) 由 下 式 给 出 


(da | Piri = (a | dB) , Ya € E*(M) . (3.4) 





aAA eA Taa L, 


E*(M) 上 的 de Rham-Hodge WF 日 定义 为 
D =dd*+d*d. (3.5) 
由 于 d2=0, BRA do= od. > 
现在 考虑 一 次 微分 形式 EM) 我 们 先 介绍 Weitzenbick 公 
A. 为 此 将 采用 规范 标 染 从 的 数量 化 方法 (参阅 M))- 
ie = ((1,---,@é2) 为 OM) 上 的 基础 微分 形式 ， Soe 
Et(M), 定义 Fa € C*@(O(M), R’): 


Fi(r) = (bi n a)r 7 (3.6) 


EP Ce ARZA TOM) 上 的 内 积 ， 则 Fife) = {0rth 
EZAM EK GRE, A 


Ao) = (2,X)., VX € x(M) ， 
命题 3.2 我 们 有 
(A FENT) = (Vre; Zs PCs) (ry » 
证 明 由 A; 的 构造 ， 假 定 EO 为 从 = = fr) 点 出 发 ， 与 re, 
HRY M 上 的 测 地 线 ， OAT REE 的 平行 移动 ， 则 
- 
AF; r) i — F Ty 
(4 本 人 2 
(Ze E Fy {£ d 


aZ re) 
-人 a ee) i= 


£, i 
(Ee Dt wo} Fey ) wir) 
= = {V re 4, TE; i mr): | 


下 面 我 们 给 出 数量 化 后 的 Weitzenbick AX. 
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定理 3.3 我 们 有 


F a(t) = {Aomm Fa} (r) + I(r) Fa(r) , (3.7) 
A. 
其 中 J) 为 M 上 Rici 曲率 张 量 在 OM) 上 的 表示 ， 
Jrfrla 一 一 Mle: oe ,ae Rt, (3.8) 
i=l 


EAA TIE [M, p-108]. 
#id Za € X(M) HMF a € EM), 则 (3.3) 等 价 于 下 面 等 
x: 


人 ilas+ eaPar= f |VZa Baer f Rice Za, Zable, 
Af Af if M 
(3.9) 
其 中 VZ 为 对 应 于 Levi-Civita EA OMEBR, RATA 
| V Za B= > (Ye2osrei)zfn - 
nj 
WEAR iidr $ OM) 上 的 Riemann 测度 ， 由 简单 计算 得 
| he nel?) Falr yar =f On, Qrdr 
-=j |da È dz + f | d*a |? de. 
~ Af M 
f (J(r)Falr), Fa(r)ar = j Rica Za, Za)ade . 
O(M) M | 


sAm, Bare 3.2 得 


d 
一 A Fy, Pajdr = f | AF, | dr 
TR OM) ’ du O(AT) 


= f | VZa P dx . 
AT- 
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nr- ” eee == = 


反之 ， 由 (3.6) 得 到 
f O (F n (r) Fa(r))dr 
OM) 
= -| (ho Fo, Fubar + f (T(r F a, Foydr . 
O(a M 
由 二 次 型 极 化 处 理 方 法 得 ;对 任意 3 € EHM), 
fF on), Falr)ar 
HM) 
= -j (Aoun Fm Feydr + | (d(r) Fa, Fajar 7 
(M) M | 
由 此 可 得 (3.7). | 


现在 考虑 一 组 微分 形式 or E EM), 使 得 对 了 CM, ale) € 
T*M[( 对 任意 t+ 之 0). SRA 


da, 1 口 

一 -= -一 一 

dt 2 (3.10) 
ap = a 


ia Flr) = Fale), Fr) = Fal) 则 F,r) WIE 


. 程 : 

dPFlt,r 

ann) — Aoun F(t, r) — =I (F(t r} 1 
F(G,9r) = Fir) " 


(3.11) 


| ln 
da (r} == (res) ate) 
d d _. 
= ay Co Pi) wr) = Freee (r). 
另外 ， 再 由 售 .7) 式 ， 可 从 (8.10) 右边 导出 (3.11) EI. 
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定理 3.4 设 Tw(t,ro) A OMY 上 从 ro 出 发 的 水 平 Brown Iz 
Bh, Ri(w) 满足 线性 常 微分 方程 ， 


a = -zlo (ru (8), (3.12) 
Ro (w) = ida. 
Plej 
F(t, ro) = Æ (RiFa (ru(t,ro))) - (3.13) 


证 明 给 定 上 > 0, iE wT) = wlr +2) — wlt), 则 


Tw(t,7o) = Tw, (0, Tw(t)). 


我 们 有 
dR T 1 
Cr = ~5 Ress (w)I (rolt + 7)) 
= -i Re Tr (rl) . 
另 一 方面 ， 


$ Re(w)R, (w) = Ry(w)(— 5 Rr (we) (ron, ru (t) 


-Z Ra(w) Rr Cw) (ro (T, re (£))) . 


于 是 对 几乎 所 有 的 w, 有 
Rtrlw) = Re(w) Rr(we) . (3.14) 
现在 对 任意 f € C™(O(M), R°), 3 
Hz f(ro) = B[Ri(w)f(ru(t,ro))] . 
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则 


Hise flro) = Æ [Reyr Cw)f (rwlt + 7,r0))] 
= EIR(w) Rr (Cw)f (re (7 ro(®)))] 
= E|R(w)E (Re (w) f (row (7 rut) Fe] 
= E[R(w) Hef (rw(d))) 
一 HH firo) + 


即 EH, 满足 半 群 性 质 ， 另 一 方面 ， 由 tô AR 
ARs f (rd) = 5 Re (reld) (ral) 


十 2 Ri A; f (Tult) } du (t ) + Z RiAoun f (ro(t)) ae 


d 
= 2 RA Tap (t)) )dw* (t) 


+ L(Ao0n — F(rult))) fF (Tot) dt , 


于 是 

HS) =3 | ElR(Ao0n -3 (re(9)]ds 
所 以 | 
lim Hef (ro) — Aro) 一 (Ao — Jiro) f (ra) . 
Sh H, 的 半 群 性 质 可 知 HFa 满足 方程 (3.11). 由 解 的 唯一 性 得 
到 (3.13). 4 


“§4. 热 半 群 的 估计 及 其 应 用 


定理 4.1 设 Pla = o, 为 方程 (3.10) H. & 
C = 一 inf{A,(r},° 1 -Aar h, 


reDim) 


"191. 


ee ee r 


其 中 Xi(r) 为 Jir) 的 特征 值 ， 则 
| [Pia lss e FR |a] (a). (4.1) 


WEAR HER Z €Ta M, id Zo = rgy’ Z e Rê, Mil 


d 
(Pia, 2)zo 一 > (Pia, Toei) (Z, Toei) 


t=1 . 
d 
= > Fit, ro) Za = (F(t, ro), Zo) 
{=l l 
= E[(Ri(w)Fa(rw(t.70)}, Zo) 
= E | (Fu (rift, ro)) , Ri (w)Zo)| (4.2) 


由 (3.12). 知 


ARF (Cw) 1 + 
一 全 一 一 57 (rolt, ro)) Ri (w), 
Ril) = dpa . 


令 y(t) =| Ry Zo |, Kij 


W(t) = (R (w)Zo, -33 (rolt, ro) Ri (w) Zo) 
= ~—(J(rult,7o)) Ri (w}Zo, R? (w) Zo) 
< —ey(t) . 
于 是 
wt < e] Zal. 
由 (4.2), 
| (Pe æ, Zeo < IEL | fa (rolt, ro)) H Rr(w)20 | 
<e- | Zo j| E| | Fa(rw(t,ro)) |] 
e7? | Zo | E] a | (rolt, z0))] 
e7 FP, |a| (#0) | Zo| . 


i 
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由 此 推出 (4.1). 
下 面 给 出 定理 4.1 的 几 个 应 用 ， 我 们 假定 ff, dz = 1. 
定理 4.2 若 c>0, 则 {ec EXM); Oa = 0} = {0}. 
WEAR 设 Co=0, M a= a 是 方程 (3.10) 的 唯一 解 . 由 (4.1) 


lalate ËP, |a] (x). 


于 是 
f Jale dz cet f P; |œ | (x)dz 
Mf AT 
=e f lal, dz . 
Af 
由 此 推 得 fu als dz 二 0, 即 a=0， ' 


注 当 Oe 一 0 H, 38.9 左边 等 于 等 ， 于 是 对 在意 ce M, 
(Ric Za, Zaja = 0. 


由 于 Ric, 是 正定 的 ， 所 以 Za = 0, Bf a= 0. 

下 面 我 们 给 出 上 述 Bochner 定理 的 一 个 推广 . 给 定 7o E OM), 
EX O(M) 上 的 一 个 测度 Riro dr), 使 得 对 任意 了 :CUI 一 R, 
有 


[ FO) Re(r, dr) = E [|R (w) henaf (lret, ro). (4.3) 
CalO(M) 
定理 4.3 假定 对 任意 ro E OM), 存在 to 1 

Hey (ro, O(M)) <i, (4.4) 


则 
{ae E (M); 30 = 0} = {0}. (4.5) 


WEAR 设 Da 一 0, 由 (4.3) 得 出 下面 均 值 公式 : 


Fro) = | Far Rro, dr) , ve > ü, {4.6} 
OM) | 


由 OM) 的 紧 性 ， 存 在 ro & OM) 使 得 
|| Fo (ro) = sup Fa (r) |i 
rEO(M) 


| Faro) < i || Fulr}l| Rio (ros dr) < ||F (ro) Ae. (ro, OCM4)) . 


于 是 由 条 和 件 (4.4) 得 出 Ffro) = 0. BY Fair) = 0, Yr € O(M). 由 
it ce BEBE. E 

定理 43 的 一 个 直接 结果 就 是 将 Bochner 定理 中 的 Ricci 张 
BEB AE 正定 的 条 人 忻 放 弱 到 只 需 存 在 一 点 ， 使 得 Ricci 张 量 在 
此 点 是 正定 的 , 在 其 他 点 是 非 负 定 的 . 事实 上 ， 设 zi € M 使 得 
Rics, :Tx M — Tn M EEEN, MEFE xi PA, AE 
得 对 任意 x € U, Ric, 是 正定 的 ， TEHER rent), 有 

e(r) 一 inf{fAifr e Ar > 0. 


现在 任意 给 定 ro € OM), 由 Brown mA E, FE to > 0 
使 得 
Pf{w : rulto,ro) En (UN)} >0 
另外 ， 由 定理 4.1 的 证 明 可 以 看 出 
/ | Felt) ona < eC), 
于 是 
Ri (ro, O(M)) = E fr (w)llena] 
一 更 | 到 -iron (rw lto, ro)) || Fe, (w)|[Ena] 
十 EI-i(tre, (rwlto, ro)) || Re [aojllanaj] 
S E [I-i (rolto: ro)e eeoro] 
+ EI (rutto, ro))] 


<E[l (rwtto ro))| + El in (rw (to, 70))] 
=], 
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a Perea = aie. vate a ~ d 


一 一 一 re 





所 以 定理 4.3 的 条 件 (4.4) 被 验证 ， 从 而 (4.5) RE. | 
由 微分 几何 的 知识 我 们 知道 ， 当 M BRS RE, de Rham- 
Hodge 算 子 口 实际 上 是 一 个 紧 算 子 (参阅 [W， p-223)), 所 以 它 只 
有 离散 谱 . 
命题 44 if A, 是 A HBAR IEA ( 即 存 在 fE 
C™(M) 使 得 Af = Af), W 


|P; (F — ECF) 2 < e PF — EP) |[22- 


W RE EIF) = fy Fliedr = 0. + h(t) = E| | PF IF], 
则 


h(t} = 2 五 | — ZAPF, REPY} 
<A E| | RF |] = —A Ale), 


其 中 不 等 式 由 总 的 谱 分 解 得 出 ， 于 是 Rt) eth). J 
利用 Weitzenböck 公式 ， 可 以 用 几何 参数 来 估计 和 1 BAB. 
WH 4.5 和 >. 

证 明 在 (3.9) $4 a= df, W da =a? f = 0, d*a = Af. 于 是 


2 C 2 E = E * E. 
MESA dz > fast d f ar fa 
FI HEIH Ag >. B 
最 后 ， 我 们 给 出 对 数 Sobolev 不 等 式 ， 证 明 来 自 [BL]. 
定理 4.6 对 任意 了 > 0, 及 YH EC~(M RNA 
«er 
Pr(f?log J?) < (=E) Pr VP + Prf’ log Pr(f?). (4.7) 
证 朋 it F=f’, ie F > 0, 
Pr(F log F) — PrF -log PrF = f 5-[P.(Pr—sF -log Pr~sF)]ds . 
ü 
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i hir re a l j 


而 
P.(Pr_, log Pr_,F) = f Pr_.F(y) log PrF (y)pa (2, y)dy , 
M 
所 以 


i, = SIP (PraF - log Pr_,F)| 
=3 | [(APr.F)(y)log Pray) + (APr_,F) (lps (sy)dy 
M 


I 
_1 f PrF (y) log Pr_aF (y)A,Polx, y)dy . 





2 
由 于 
A GiG) = = (AG1)Ga 十 GAGs 一 - NVG, YGa) ， 
HO 
d WP aF]? 
L, = “1P,(Pr_.P -log Pr_,F)] = Ba POA 
(4.8) 
Hdo= od W dP, = Pld, 所 以 由 (4.2) 得 
| VPr-aF |? =| dPp_,F |=| PŁ_,dF } 
< eT- Pr s | VF}. (4.9) 
此 外 ， 
4 2 
(Pr-s 1YE |)? = ( f 1YE | (m)Pratu.m)am) 
M 
(/ YE VFEPr (ym)dm) 
2 
< (Pr h PF (410) 
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将 (4.9) 和 (4.10) 代入 (4.8) 得 
_ —e(T—s [VEF]? 
F, = ix (T Pr_a{ 7 JWP.G, y)dy 





= T-P, (Pr (EÈ) 


VFI? 
= tp, (WEY | 





而 
T l—e tt 
f e MP3) gdg — ——_—___ , 
0 C 
所 以 我 们 有 
_ eed 
Py(F log F) — PrF -log PrF < hoe pp (ET) | 
由 于 开始 很 定 了 下 = f?, 故 由 上 式 得 (4.7)， 对 一 般 情形 ， 先 考虑 
Fo = fite, RAB ¢ 3 0, 则 证 得 (4.7. E 


注 定理 4.6 对 Ricci RBA HEA PB. ERE. Æi H 
中 我 们 只 用 到 Ricci KA FR. = M REZAR Riemann 流 形 


时 ， 如 
Ricci > —ofd, a>d, 


则 定理 4.6 仍然 成 立 ， 现在 设 M 为 紧 流 形 . 如果 c > 0, WI (4.7) 
hS T > +o, 我 们 得 到 关于 Riemann 测度 的 对 数 Sobolev 不 等 
Fl: 


上 flog f7da < 7 IW f|? dz + (f f2dz) (log 上 frdz) 


§ 5. Brown 运动 的 分 部 积分 公式 


a,c EM) 是 热 方程 
day _ 1 


的 解 ， 这 里 我 们 没有 固定 初 值 条 件 . W Fit, r) = Fo, 则 F(t,7) 满 
足 方 程 


ore) _ -54o F(t,7) + =J(r) F(r) . 
由 tô 公式 ， 
d 
dR, F(t, ru(t)) = $ R (AF) (t, ro (t)) dw (t) 
+ R( ÊF ru) + = (Avon + J) F(t, ro(t)) } 
d 
= $ R (AF) {t, rw(t))awilt). 
+ 一 工 
所 以 有 


d z% 
ReF(t,ru(t)) — ReF(s,rw(s)) = X | Ry(AiF) (Tr lr)) dwi(r) . 


4 二 
于 是 我 们 得 到 
命题 5.1 RNA 
F(s,ru(s)) = E7 (Ry RF (t rw(t))) . (5.1) 
证 明 W, [AM]. 


定理 5.2 对 任意 了 E C™°(M), 我 们 有 


$ Yult) = EF (Yo) + jf UEP (R7 Rare OV f (u(t) dw(7)) 
(5.2) 
证 明 考虑 热 方程 


a 1 
Hult ©) = pAmult, 2) 


u{0, æ) = f(x) . 
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re re | 


Hts 公式 


i=1“* 


. d t 
u(t, w(t) = (1900) +> fA, rol) dul7) 


得 . 
u(s,%u(s}) = IE" jut, Yw(t))] ， 
其 中 altr) = ult, m(e)). T 


有 4 证 (了 ,raf7]j 一 (dur, Vu (r)) Tul Tje) 
— Fi, (T, rw(T)) ; 


易 见 dult, z) MEADE St = 3 Ou. 于 是 由 (5-1), 
Fiu (T, w(t) = Er [R7 ReFa (t, rw lt))] - 


将 (5.4) — (5.6) 代入 (5.3) F, MA 


u(t, tol) =B” fultsrw(t))]+ [BF (RF ReFaults rol). 


将 Wf 与 df 等 同 起 来 ， 风 Fy(r) =r tV f(r), r = r(x). 


ERS s= 0, 由 终端 条 件 推 得 (5.2) 式 ， 
推论 5.3” 设 (wu(s,ww)) 为 一 取 值 于 Ri 的 适应 过 程 . 
满足 E f |u(s, w)|?ds < +00, MI VF E€ C°(M), 


Bf (ro) [vw w), du(s)}] 
- E| [ vr), ruus) as), 


其 中 ; 
ü{a, w) = ulw,w) + =J (rots)) f uir, wjdr. 


(5.3) 


(5.4) 


(5.5) 


(5.6) 


dw({7}). 
于 是 在 


a 
WEE 


(5.7) 


(5.8) 
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LEAR 由 (5.8) 及 BUP cO(Af) lftriana < too, 容易 验证 
t 
ala w) |? ds OO. 
E f üls w) | < 十 
利用 (5.2) 和 kó BELA AT HERS, 
1 , 
[f(a(0) f tos,w), dwt] 
t 
= E| f (RF RAV Fre) alr war] 
易 见 Qeu = (A+R)? 满足 下 面 预 解 方程 ; 


d àT 


rr 一 fdpe ` 





故 有 


f (Ry? Riri 1 (Vf (y(t) ar, w)ydr 


_ Í (TF (Yo (t), ro (R7 RY (T, w)) de 
= (V F (Yalt) fo (tyult, w)) ， 


于 是 (5.7) 得 证 ， . 
§ 6. Bismut 的 热 核 梯度 表达 式 
定理 6.1(Bismut 公式 ) > miy 为 M LEHRE. WIE 
EACUS [ Raure] 6D 


p(z, y) 
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. — = — --—-- ~-- 
.一 ma 一 一 ʻo ae MM 一 一 


WEAR (ERR X CTLM, > Z(t, w) = IQ oX. 我 们 有 


Zr = FRX +T- 2 Fru(r))Qr0X) 


~1lo yx - LT {rT ZG, w). 


t 2 
于 是 
Hr, w) = = Qr0X | 
应 用 (5.7) 得 
E| f (VEAD) yat) Br, war] 
= E|) f Qnox, dwlr))] 
但 是 
f Żwir = Ziu) = Qox, 
心 

改 有 


EUV Flt). DRX) = HELP) /ea 


| (6.2) 
由 (5.9) 知 Qio = Rt, WMA (6.2) 得 


ERETI) X) = (FEI) f Rawl), x). 


(6.3) 
在 定理 3.4 PO asd, 并 将 df 与 Vf 由 下 式 等 同 起 来 ， 


df(zjX = (Vile), xX)... VX ¢T.M ， 
则 由 ar, = Pid 得 到 
(VR F(z), Xe = UE (Rira (OVF (yw (t))), X}, (6.4) 


-3001-e 


一 一 -一 -2 


另 一 方面 ， 


(TPF (2), X)2= f PO apley) Xd . 65 


综合 (6.3) 一 (6.5) 得 到 


V aPt (z, y) ed 
f oari f O pels, y) y 


| 1 l wlt) = y| p: (a, y)dy ， 
=F f reel f Redona, 





由 于 fe CPM) 是 任意 的 ， 所 以 


Tre Lt f Raer =] 
mir, y) t 0 
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第 四 章 轨道 空间 随机 分 析 初 步 


最 近 几 年 ， Rismann 流 形 上 轨道 空间 的 研究 相当 活跃 ， 从 某 
A MA, 它 是 Malliavin 随机 变 分 方法 在 非 线 性 铺 形 的 发 展 . 
本 章 的 安排 是 这 样 的 ,在 第 一 节 ， 我 们 介绍 Wiener 测度 和 Its W 
射 ， It6 映射 在 这 里 可 以 理解 为 国道 空间 的 整体 坐标 系 ， 但 它 不 
保持 微分 结构 ,在 第 二 节 ， 我 们 引进 切 空间 的 概念 及 Riemann i 
H. 这 是 与 有 限 维 流 形 完全 不 同 的 情形 ， 邵 切 空 间 是 一 个 “非常 小 
的 ”空间 ， 在 第 三 节 ， 我 们 将 建立 分 部 积分 公式 . 我 们 所 采用 的 
是 Bismut 的 Girsanov BRAK, MR TEAM PEER 
的 存在 .在 第 四 节 ， Occne 公式 将 由 分 部 积分 公式 导出 ERA 
节 中 ， 我 们 将 介绍 轨道 空间 上 的 OQ.U. 算 子 , 它 是 连接 分 析 理 论 和 
概率 论 的 桥梁 .最 后 ， 在 第 六 节 中 ， 我 们 将 对 前 五 节 进 行 评论 ， 
并 介绍 有 关内 容 的 最 新 进展 . 


§ 1. Wiener 测度 及 Ité6 映射 


给 定 一 紧 致 流 形 M, 国定 一 点 mo E€ M, 我 们 将 考虑 如 下 轨道 
空间 ， 
Pm (lM) = f7 : 有 0,1] 一 MM 是 连续 的 ; (0) = mo}. 


我 们 选取 M 上 的 Levi-Civita ER. id play) WM ERRE. 
定义 1.4 下 (ay t-A F PARR, MRE O< 
TI < 及 EC i 


F(y) = F(T) 17). YY E Prol M) « (1.2) 
我 们 记 C(Pmo(M)) 为 Pm (M) LEBRA ROA. WMA 
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a — n -r 


EF IP rg (AT) 一 致 拓扑 结构 : 


diyi, Yat = BUP d(yi(7), yr)) 1 
re([0,1] 


其 中 d 为 流 形 M 上 前 Riemann 度量 ， 则 Pm M 上 的 Borel 
o- 代数 由 所 有 柱 函 数 生成 ， 下 Kolmogorov 测 庶 构 造 定 理 知 ， 在 
Prg{M) 上 存在 唯一 的 Borel WHE v, 使 得 YF € CUP,,,(M)), 车 
下 由 {1.1) Sih, M 


| F(y}dv(4) = 
Ping (AF) 


| f fl Mg) py, (ig, mi) Pre—re (RE ME dm > - dng, 


这 里 dm; G=1,---,k) i M LAR Riemann 测度 . 
WM 1.2 记 fy(7)(O<S7<1)} M EM mo 出 发 的 Brown 
运动 ， 则 


E(F(Yw)) = E(f (Yor), (7))) -f F(yjdv{y) . 
P mol M) 1.2) 
WEAR ABE fimm = jimi) felons), 其 中 天 为 有 
界 的 Borel HA. Hovu(7) HSER, RA 


E(flyw(n1), a ,Yu (Te))) 
= E [fi (y(n) faa (Yuo(Te—1)) E (Fe (Yo (7)))] 


= ELA (tel) + feo 7-1) (Prem Fe) (Mw (te-1))] . 


故 由 归纳 法 可 让 得 (1.2) 式 ， 由 于 形 如 1 @---@ fe 的 Borel eye 
在 D Pm (M) dy) PAR, TE (1.2) 式 对 一 般 F ARSE. 

由 于 Pm (M) RIF SAAN”, 我们 希望 它 存 在 一 个 
坐标 系 ， Wiener 空间 正好 扮演 这 个 角色 .值得 说 明 的 是 ， 在 这 里 
由 于 测度 的 引进 ， 具 体 地 讨论 一 条 连续 轨道 就 变 得 无 意义 了 ， 微 


-Jpj ， 


分 几何 的 局 部 举 标 在 这 里 变 得 非常 复杂 ,因为 很 难保 持 Wiener 测 
度 的 拟 不 变性 ， 然而， 到 -fadz) 具有 田 外 一 -种 形式 的 好 结构 ， 它 
有 一 个 o- 代数 流 NN. 

在 前 章 的 讨论 中 ， 我 们 并 没有 具体 引进 Wiener 空间 ， 因 为 在 
那里 使 用 一 般 的 Brown 运动 是 方便 的 (譬如 瑟 氏 性 的 证 明 ). 记 


W = {w: [0,1] R72; w{0) = 0}. 


从 原点 出 发 的 UR? 上 Brown 运动 诱导 W 上 一 个 Borel 概率 
测度 w( 类 他 于 上 面 的 构造 ), 这 里 pele, y) = exp{ lel), 它 称 为 
Wiener 测度 ， 由 第 二 章 ，Lt6 随机 微分 方程 的 解 可 以 看 作 Wiener 
=A EZA. . 

定义 1.3 6 SRI: Wo Pn (MY) 定义 如 下 ; 


I(w}(r) = yw(r) , Yr € [0,1]. 


由 命题 1.2 知 : v = p, BE v(B) = p(I-*(8)). 

定理 14 hô ZR AWB PRR, BD ET A 
映射 了 : IP, 一 W 使 得 : 

(i) Jn =p; 

(ii) Jol(wh=w, pace RK ToJYy) = y, wae.. 


WEAR 由 命题 1.2 知 ， 了 是 几乎 满 射 的 ， 即 ew) = 二 1 > 
wn 为 w 的 逐 段 光滑 化 ; 


wn{T) = 2™(w{(k + 1)2-") — wk2)) ,7 e [k2-", (K+ 1)w ™). 


记 raw, T) AM T AT FE RY A: 


a 

Py (w, T) 一 S Ailralw, Twi (r), 
i=] 
r,,(w,O) = Th. 


205. 


我 们 知道 ， 


(0, Paw, T) here (wT) 一 tila T }, 


(w, fn Ta (unr) = 0, 
其 中 Yulw,7) = w{rn(w,7)}), 于 是 有 
/ tin(t) = rz (wT) nlt?) , 
即 有 l 
wn(T) = | rl (w, tin (ww, tdt. 
由 极限 定理 知 ， 关 于 7+ € [0,1] 一 致 地 ， 
r(w,7) = lim ralw,T), wr) = lim alw, T), 

H (参见 [IW,p.399]) 


j roMt}edye(t) = lim f rola, tin (w, that. 
0 nt jo 


于 是 有 


w(r) = 上 ro (t)-dyw{t). (1.3) 
车 令 

J hw) = f Ta (t) i dywlt) ! 
则 它 满足 定理 中 的 (i) 和 Gi). 


由 定理 1.4, 以 后 我 们 将 采用 wry 这 几 个 记号 ， 而 不 明确 解 
释 它 们 之 间 的 一 一 对 应 关系 . 


$ 2. il & Riemann 结构 


我 们 仍 用 方向 导数 来 引进 切 空 间 ， 与 微分 几何 不 同 的 是 我 们 
拷 处 理 的 函数 仅 是 通常 意义 下 的 可 测 函 数 . 我 们 先 看 Wiener 空间 
的 情况 . SekewW RW Eo ae F. BSBA Pw + th) 
ABR, PRES ah: EOE, nalw) = wtth 必须 保持 Wiener 
测度 的 某 种 不 变性 (在 无 穷 维 癌 量 空间 中 ， Lebesgue WIRE RF 
在 的 】. Cameron-Martin 定理 告诉 我 们 : 


(Trj = kp SAM SR ECH, 
其 中 


H = {8 EW: hg 绝对 连续 且 三 | A(r} |7 dr < +00 } , 


TERAH AREH 时 ， 才 有 可 能 定义 某 种 意义 下 的 方向 导数 . 我 
WE Jy Wo pgz. RMA, i 


1 
H= fa: (0, 1} — Tm M : f | h(r lB a dr < too}. 
fy 


定义 2.1 ANTM- 值 随机 过 程 2(Y,7) E€ TyM BW Pr, (M) 
的 Ami, WRC RE TRE: 

(i) 若 记 20 (7, T) 一 th, 27; T)s 则 zol¥; } E Wf, w-a.e.; 

(ii) E(f | e(y,.7) |? dr) < +œ. | 

进一步 ， 如 果 zolve, 7) 关于 o- 代数 流 (F) 是 适应 的 ， 则 称 
Zan 为 适应 向 量 场 . 我们 将 记 YA Pml M 上 的 向 量 场 空 
i}, ds 为 适应 同 量 场 空间 . 

HELATMASEAM, tô 随机 平行 移动 tlo 诱导 空间 上 的 
Ay AR: 


1 
(21,42) -| (21 (7,7), say TI Tn MAY ， 
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a een 


其 中 zyrt} = th, Zs (yT) (3 一 1,2), yi {Zr Zaty TE — T] W eA 
数 ， 我 们 定义 : |Z|? = EKZ, Z)4}. 

定理 2.2 给 定 Ze Xan W 2zly,7) = trh 假定 存在 
c>0 EH f lzo(w, a) Pda < e < +o, 则 存在 Pm (14) 上 一 个 变 
fh Tt, 满足 

(i) (oar = kiv, ki © Opor LP (Pmo (MN)); 

(a) {ega} = zin). 

证 明 令 z(w,7) = rr) Zw T) 考虑 R 上 一 适应 随机 过 
程 z(w,T), Aor MOF: 

fw, T) = fw, T + 5 (Yo(7))} zw T). (2.1} 


HOC M) ARE, sup eoan |lF (rena < +00, 于 是 从 (2.1) FH 
看 出 ， 存 在 cl > 0 使 得 


1 1 
f | (wir) drac f | z(w,7 |? dr £ cc. (2.2) 
0 0 


galw, T) 三 一 f Arula l o dw(s), z(w, s}) . 


EH HE SSK a OO ROPER, 我 们 知道 gliw, r) RS 中 的 反对 称 矩阵 . 
WHER t> 0 EM py : Wh OF: 


gt(w\(r).= f ett iwa) di(s) + t2 (tw, T). (2.3) 


因为 ette) © Old), BOSE rinle) = f gtt (9) dils) 
是 Rİ 上 的 Brown 运动 ， 现 在 根据 Girsanov FHT 


(pfe = kepe. 
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此 外 ， 车 记 
fs | i. fh 
p(w) = exp{ -+ f (2(w, a)dy(w,s)) -3 f- Vit, dP ds), 
则 对 W EERBAAR Borel M% F, 
E(F(pi)i) = JE(F) . 


现在 我 们 定义 so + Pm (M) 一 Pm (M) WF: 
a= lopod. 
则 由 定理 1.4 有 


CART = kar - 


我 们 现在 着 手 证 明 (i). KA, WAER 
1 1 | 
pe (tw) =exp( 一 ae f (2(w, s), dy (Ww: 3)} 一 sve |/ | Z(w, a |" ds) 
1 
x exp{ 5t 一 az) f | 2(w, 8) |? ds} .. 

Q 

H Novikov 定理 (A | 百 j)， 
r; 1 2 Fran. 
TH 一 6XP Qf (2{w, 8), dyw, si — 54 2 f | 2(w, s) |? ds) 


是 一 个 烘 ， 再 负 {2.2) 得 

E(Be) < +00. 
& p= fo J, W Elp) < +00, VA EE R. 现在 任 取 P,,,(M) 上 有 
fe A PRA FF, 我们 有 


f F(y)d(e,).v = Í Fiqjke(yjdv(y) 
Pmo (Af) Emo (AT) 
=f F(a, jki opdr 
Pmo (iM) 
- f F(Y DANAN ， 
Pm (M) 
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其 中 ily) = Eleal ARF o 的 条 件 期 望 ， 由 此 得 到 
he ie = kr . 


于 是 由 Fubini 定理 得 
E(k?) = E({p”) = 人 pu PHD P(A, < udu. 


HEAR, AE 全 REMEH: Yk > 0 存在 ci > 0 AR Plae 
u) < cou*. Hak, ERS >o, 我 们 有 


P(e <u) = P(A < u, p > 6) + PB<up ed). (24) 

由 Chebyshev 不 等 式 得 
P(pt < u, pi <6) < Pl, < 6) < Elp a) 
此 外 有 
Pp, < u, pi 2 6) = IE(IP( m > bl on; pe < u)). 

由 于 Eleda) > bP (om > élo), 所 以 | 

JEUIP(p > õlad, Pr <u) < TE Bes ĝe < UU) < = PG <u). 
By 6 = 2u, 则 由 (2.4) 得 

Pipi <u) < Elort) tut. 

BE (i) 得 证 . 

为 证 (ii), RIER rwn 关于 yi 进行 变 分 计算 ， 我们 有 

(0,{ Frio} ), ,= wr) 


(2.5) 
(人生 Gen )} ,of = gtw, T). 
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详细 证 明 请 参考 [EM, 257—260]. 现在 由 (2.5) 得 


(a dy N (Tu (7)) - 5 -ripis D 


= Fy oh [Eri To 
= rw(T)z(, T) = 207.7) . 


§ 3. 分 部 积分 公式 
PLES EFC CUP (M)), 其 表达 式 如 下 : | 
F(Y = Fn) re)» f ECIM"). 
MZCX, 满足 定理 2.2 的 条 件 ， 我 们 定义 


(DzF)(y)) = tim TO — FO) 


则 容易 看 出 


k 


(DP = D (VFO). E) o 
k 
=} (VFO), ZE, Tiea ， 
其 中 ULF RRR i 分量 求 的 梯度 ， 由 于 


Zn) =o f ioly.s)ds 
0 


-f Kasnih- Z(Y s)ds ， 
0 
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-rr EE wo. 


这 里 Z{y,8) = £5-020(7; 8). 于 是 
PiS 
(DzF) (7) = h 《2 GQ. VF (Decry: 219) ds 
定义 3.1 REF ECP (M), 其 梯度 DFO) 定义 如 下 : 
DF{Y) = Do Vi iF'(y))} } Tacr) : 
RANA KARA: 


al 
DzF(y) = I (DeF (Y), Zl, 8)) yayds. 


注 WA eH, 我 们 记 DhF = Dz, F, Zn(Y,7) =t! ohir). 
定理 3.2 对 人 在意 2 ENa F EC(Pp.(M)), 我 们 有 


1 
B( f (DEO) 20.8.) ode) = BIFEZ), (1) 
其 中 
al 
§(Z)oF= f (olw, s), dw(s)) . (3.2) 
ù 
证 明 先 假 定 2 满足 定理 2.2 的 有 界 条 件 ， 由 Girsnov 定理 ， 
IE (Fic) pt) = JEP), 


即 有 
E(F ol(yi)p:) = E(F) . (3.3) 


我 们 先 证 
tim P= ftom, 8) dwls) 在 三 中 成 立 ， (3.4) 
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Sr i rr 


t 1 
—tq(w,e t A 
M, =- f i talme) (0, s\dw(s)}, pit) = —M,-—-= f alw, s| ds, 
0 2 Jo 
则 j = ert, 由 于 
1 . 
lim Æ| | a(t} +f (2(w, 3), dew(s))|? | = 0, Vp > 1, 
0 


为 证 (3.4), 只 需 证 





。 上 一 1 
lim Æ| | #&— - g) P] =0. (3.5) 
下 面 证 明 (3.5). 由 级 数 展开 知 
| A-1 ~ v(t) |S eH eee, 0StS1 (3.6) 


fi ¥p>i,0<t<1, 
eP ePlMilere < (ePMt + @ PMs) ope, 
1 1 , 2 
etre < exp { pM ~ ap? | [er iw 3) Pda} e, 
: D 
ne Yp > I, 
Elere] < pepet Bee 
Hitt eH: Yp > 1H, 
sup Ef | plt) |*? ePie(t)i] < OO. 
ETES) 


因此 ， 由 (3.6) HERE (3.5) 成 立 ， 即 (3.4) Bu. BAH, Ay? 
的 构造 ， 若 记 


attr) = (0,4 (e8.n) ， 
pli, T) = (w, (pi )) 4 
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出 垩 fsupostrsi BE T) P) < +0. [FM.p.258].) RANA 


fea) ok fer (oydsl 


<i ; j areon] 








ds 





< sup 


fp Ta 
OSs ds ( | 








EF o lps) = y vi (ch 二 cs) 


i=j 


= Sv, Flos),dr (p37)) z- Ero, Ti) 


i=l 


= Sirle) rle ,TBs Ti)? 


i= 1 


k . 
= S rlo ti) ViF (05); Bls, 7:)) 7 


i=l 
所 以 
d P 
EF ore) 





< Opr sup |B(s,7T) |? . 
üa] 
HETA, Æ L? 中 有 
pzFO)= lm ECZ EO 
在 (3.3) ARLI CRS, Ht = 0, 则 得 
JE(DzF(y) 一 F&{z)) =O, 


BN 
E(DzF)= E(F6(Z)} , 
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hee. i le r ~ 


ee ae k 


Et{ f (DE, Ziy, TN ar) = E(F6(Z)) . 


显然 ， 上 式 两 端 依 范 数 2 上 = BZ, Zh) 关于 2 是 连续 的 对 
任意 Ze Va, 我 们 取 


nt, T) = tro f Zol¥. 8) Litzy(4,8)| <n 2, 
Ü 


W Za € Xa 且 lime 4.0 llZa 一 Zi = 0. 于 是 在 (3,1) RH Z # 
成 Zn 并 在 两 边 取 极限 ， 则 证 得 一 般 情形 . I 
在 实际 运算 时 ， 我 们 所 过 到 的 函数 常常 不 是 柱 函 数 ， 如 果 总 
采用 柱 函 数 的 逼近 方法 ， 往 往 很 麻烦 ， 所 以 有 必要 对 一 族 可 测 函 
数 定义 方向 导数 
定义 3.3 SEF : Pm,(M) — RIM, keHĦH,Fe 
LP (Pmo(M),v). BALA FW a 方向 是 强 可 导 的 , 如 果 对 任意 
Lep <p, 下 述 极 限 在 LY 中 存在 : 
Di Fiy) = lim #0) -P 


由 上 面 证 明 可 知 ， 


E(D, F) = E(F6(2)) . 
$ 4, Oc6ne 表达 公式 


令 


| 
L(x) = {uly, 7) E TyM : E f juty, Di dr < +o}, 


715. 


Wh) Bw, DY 是 一 个 Hilbert Sia). SRM H: Lex) — 
LHX) 


， i. T 
H(u)(y,7) = uly,7) + Rics f i? _, uly, aids . 
0 


命题 4.1 (i) HA LHX) P tE E HE: 

G) LX) 的 适应 子 空间 La(X) 在 映射 H 作用 下 不 变 ， 即 
H(L3(X)) C Lal). 

证 明 Fe 是 适应 的 ， 由 H 的 定义 易 见 Ha) 也 是 适应 的 . 现 
在 只 需 证 明天 是 有 界 算 子 ， 其 逆 也 是 有 界 算 子 ， 由 于 


sup ||Ricag|lmed(t,, M) = ¢ < +00, 
me At 
于 是 
; 1 
| Ric.) | tt auly, sjds | < 2 f | u(y, s) |? ds . 
ü ü 


IaH 是 有 界 算 子 ， 现 在 考虑 预 解 式 ， 
dOr Lay 
T (Qs 8 <7 

Qaa = Td gd ' 


记 Ore (9) = rul(T) o Qura o ro (8) » KEM 





wiy, T) = uy, T] 一 Ricvo f O,—sti(y, asde. 
Nu oh H HBR. Wot, AT 
Sy |Qrell << 400, 


7,8€ [0,1]? 


1 | 1 
Ef | i(y,7) |? ir < ce( | | uiy T) |? dr), 
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Pa dik te diẹ ipa e jll 


BiH 也 是 有 界 算 子 . t 
在 分 绍 Ocone AALA, FRAT FEE A SL A 3. 
& uc L(x), id 


1 1 
Í (u(y, r), dy(7)) = f (uo(w, T), dw(7)), 


这 里 volw, T) = th,,u(y,7). 

引 理 4.2 W H AH LY) 中 的 伴随 算 子 ， 则 H* 也 是 
te PE [a] BR. 

证 明 RRA BPI RAE, MP OKT H* RA 
WEAR. 由 于 LX) 是 Hilbert 空间 ， 为 简单 起 见 ， 记 《ff 分 为 
EAR. 给 定 un € 天 (Tt 使 得 在 (4) 中 有 ww 二 u, Hu, - v. 
HER w e LX), m 


((v,w)) = lim (H Pn wh = lim Kun Hw) 
= (u, H(w))) = KH u, w) . 
于 是 v = Hu. 由 闭 图 象 定理 知 KK" BAA, FE, (H) 也 


是 有 界 的 . 
设 we D(X), $ u= (Hv, M vw e DY) 有 


(Hw, w = (Hw, (HOY) o) = HO Hw, v) = (w,v). 


于 是 有 Hus v, B (XK*) FE, B (H) = (H), r 
定理 4.3 车 记 N, = ofY(s), s <7} 为 PwmolM) 上 自然 的 o- 


代数 流 ， 则 对 任意 F © CUP,,, (34))， 


1 
P= EF)+ | (HVED, F) dT (4) 


证 明 由 It6 表达 公式 ， 存 在 至 * 上 的 适应 随机 过 程 a{w, 7)， 
满足 Ef lalwt)? dr < +00, 使 得 


Pol= E(F) +f (a(w,7),dw(7}} . 
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tp vy ri} -= DT PAVE L(Y). 由 引 理 4.2, FE 
u c L(x) 使 得 wu = Hu). 于 是 


1 
P= E(F)+ f 《得 (GT . {4.2) 
0 
另 一 方面 ， YZ < Xo, 由 分 部 积分 公式 得 


E( fl (De F.Z(q,7) dr) = E(F f 20,7) drt) 
=[( f arh S Boren) 


. 
> 


= E| f ce) Z(y, 7))ar| 


{Hu), H(Z))) 
= (HW H(x), Z)) . 


Í 


HUF {Z0,7), E Xa} 生成 Ar, 所 以 
HH(u) = EM (DP) , 
即 有 | . 
u = HOWE {D F). 


再 将 代入 (4.2) R, MARAE RR. 
推论 4.4 ia c= (H) tEn, M 


E( |F- EF) Py see | D, F ? ar) | 


证 明 只 需 应 用 (4.1) 及 td 随机 积分 的 能 量 等 式 . 
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§ 5. Pr(M) 上 的 OU. AF 
考虑 Pm (Mf) 上 的 Dirichlet #: 
EIF, G) =E( f (DF, DiG)dt) , YE,G €C(Pmo(M)) . (5-1) 
0 


命题 5.1 (€,C(Pmo(M))) 是 可 闭 的 . 

WEAR ER Fa E C(Pm UM)) ER Falle: > 0. 现在 只 各 证 
明 对 任意 的 G ece(UP (M), lima Eln G) =0 # GRA 
BNE fsa Hh: | 
Gly) = gT) o (yr), 


则 
k 


(D-G)iy) = $ (Vig) ren) - 


t=] 


记 {ei,… ea} 为 Tmo M 中 的 规范 基底 ， 


t 


d-n (Vigi) -Dose 


令 uyl T) = te Ueenyes) M 
(DG) (7) = >, gij (Tuaj(Y, 7) . 


Ay hi; © H 使 得 hult) = deene 从 gij(Y) 的 如 下 表达 式 
gis ly) = (Vig), rali) rg e) 
We, gg, 沿 产 E 王 是 强 可 导 的 ， 使 用 分 部 积分 公式 得 
1 
EC = > es | (Dr Fn thig(¥,7))47 } 
一 > E(guDnss Fr) 


=$ E((- Dragu + (hig) Fa) —0 (n+ +00). 


ij 
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根据 Dirichlet 型 理论 (参阅 [MRI), € 有 一 个 Dirichlet 型 的 极 小 延 
A ( 仍 记 £), 并 存在 一 自 伴 算 子 £ 使 得 Dom(C) C Dom(é), H. 


f LFGdv = J PEGd = E(F, G) , YF, G € Dm(L). 
PmolM) PmolM) 
(5.2) 


定理 5.2 记 
A = {À > 0, IF € Dom( £), F £ 0, ELF = AF}, 
Mi inf{A:A E A} > ce ?>0( 见 推论 4.4 P e 的 定义 ). 
WERA RAGA, FAWMT A MRE. 由 (5.2)， 


af rav= f LFdv = €(F,1)=0, 
Fin, ( M} Panal M) 


S E(F)=0. 应 用 推论 4.4， 
ECF?) < PEIE, PF) = CRLF. PF) = xR (F*). 


FH HW A > co. i 
”定理 5.3 WPF e Dom(L), W LF =0, 4HR4 F ARAM 


žr. 
HEAR 应 用 推论 4.4, 
EE |F — EP) < &( FF) = ELF F) 一 0， 
Fit F = E(F), v-ae. E 


8 6. 评论 
这 一 节 的 主要 目的 是 介绍 与 前 五 节 肉 容 有 关 的 最 近 进 展 ， 我 
们 将 逐 节 进行 评述 . 
SL 关于 Ite 映射 道 的 存在 性 涉及 到 怎样 在 流 形 上 定义 随机 
积分 . 下 面 的 定义 不 涉及 到 辅助 空间 RY, 而 是 由 流 形 的 内 在 元 素 
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MAE. Be me M, W exp,,: TraM — M AtEm 的 指数 映 
H. exp, EXT—-P RBH ASAE. BERK (0,1) 的 分 划 
T= {ni 上 S | 


k—1 
S(T) = 》 i nh expo AT, 

+ 一 了 
& id 6(T} = sup, rin. 一 和 |) WIS ZEAL, lime yo SUT) 存在 
CAL [Da],-FM]}. HH EWEA J OBA EAS (J [Fal). 

12， 这 里 定义 的 场 空间 与 微分 几何 中 的 切 空 间 有 许 包 不 同 

m. 以 Wiener SHRM, H Æ W MS, m eH) = 0. 
A—AM, ER h ke H A Py, (M)z 上 的 常 值 向 量 场 ， 如 果 按 
PRA AE XM [A, k]: 


Diag? =O,D,F-DLDAF , VF E C (Ping (M)) ， 


则 出 大 意料 的 是 ， [he] ¢ ACR [CM1]. 于 是 切 空间 的 概念 需要 
适当 加 以 扩充 . B. Driver 引进 了 适应 的 向 量 场 概念 ， 计 算 了 它 
们 之 间 的 Lie 括号 ， 并 证 明了 在 一 定 的 条 件 下 它们 的 稳定 性 【 见 
[Drl,23)， 另 一 方面 Cruzeiro 和 Malliavin 54 TO DBRS OW 
(CM2]). Wiener Z H£ W-E at 


d&(7) = Q(A, 7) dx(7) + Ala, T)dr 


RAV WE, MALWARE PAA: (i) a(a.7) A sold) 适应 随 
机 过 程 ， (i)A(z,7) 为 R- 适应 进程 ， 使 得 Ef lh(x,7}|? < +00. 
Wa E, 可 以 定义 沿 # 的 方向 导数 DF, 并 且 有 


1 
EDF) = we | (hiz,7),da(r))} . 


eh CJA, 是 否 存在 也 wolJM) LETREN of 使 得 Str) = 
Zalan T)? B. Driver 首先 证 明了 它 的 存在 性 COL [Dri]. 一 年 以 
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fa, P. Hsu 将 Driver 证 明 中 要 求 的 及 的 Lipschitz 条 件 放 松 到 它 的 
自然 空间 ACW Hsi) 关于 这 一 结果 ， 另 外 还 有 P. Hsu 的 Euler 
逼近 证 明 方 法 ([Hs2]), Norris 的 两 参数 技巧 (INo]), 以 及 Enchev 和 
Stroock 的 最 新 证 明 . 

63. 分 部 积分 公式 中 对 向量 要 求 的 不 同 存 在 着 不 同 的 层次 . 当 
我 们 去 掉 适 应 条 和 件 时 ， 分 部 积分 公式 是 否 还 成 立 ? 在 [Fal PHS 
给 出 了 适当 的 Sobolev AFF, 以 保证 散 度 的 存在 性 . 关于 散 度 的 能 
量 等 式 实 际 上 是 一 种 Weitzenbick 公式 , 这 涉及 到 如 何在 Pr, (4) 
Poles. 有 关内 容 请 参阅 [CM] 和 [CF]. 

84， 许 多 学 者 试图 从 建立 黄 的 表达 式 出 发 证 明 分 部 积分 公式 
(1L [EL], [AM] 和 [EK)). 

§5. Æ [DR] Driver 和 Réckner 证 明了 在 Pm (M) 上 存在 
一 随机 过 程 ， 它 对 应 于 Dirichlet W £. Norris 用 两 参数 随机 计算 
构造 了 Pm (M) 上 的 一 些 常见 过 程 CE [Nol) Kazumi 来 用 投影 
技巧 较为 清楚 地 构造 出 Pam (M) 上 的 OU 过 程 . 关于 O.U. BF 
的 庄 的 性 质 ， 请 参阅 [HS 3],[AE] 和 [AI 
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第 四 篇 大 偏差 理论 入 门 


—s 


At Ave Donsker 各 Varadhan f) Mate fF [DVT 
IV], 经 八 九 十 年 代 灵 多 学 者 的 时 折 发 展 ， 现 已 形成 概率 论 的 一 个 
EER ACERMAI AR. SRW. HARRAH 
动 、 统 诗 力学 的 现代 Gibbs 场 理论 、 统 计 等 众多 领域 都 有 广泛 的 
应 用 ， 甚 至 与 它们 有 着 深刻 的 联系 ， 因 此 在 国内 外 均 得 到 越 来 越 
SAO SME, HAIR ATER. 


1 HAERE 
KR Gee > 0) C MYX), MiX) 表示 波兰 空间 X 上 的 概率 测 
REZE. BGE (ue, €0) SUSE Dirac 测度 名 (PE X) 那么 
Hel A} = 0( 当 e 一 0 时 ), Hp é A, (0.1) 


其 中 A 是 Borlo- 域 B(X) 中 的 任意 元 
此 时 可 将 4 理解 为 与 极限 点 ?的 一 个 固定 偏差 区 域 , 而 dA) 
tem ERRARE. CPE it pg.(A4) BFS, Æ 
众多 理论 与 实际 问题 需要 解决 的 . 
大 偏差 秸 计 是 措 ， 对 足够 丰富 的 Ac BCX), 


pel A) =exp{—I(A)/ XA) + of 1/(€))}, (0.2) 


:作者 用 本 第 材料 分 别 在 武汉 大 学 数学 系 (199) RRS Se BS ot 
究 生 暑期 学 校 (41995) 讲 过 课 ， 作 者 感谢 听课 的 同事 和 研究 生 们 指出 和 帮助 静 改 了 
RP BR Ab ae Be ae, HHR Se A a a Te e Pe oP PY Bl e P- 
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FE A: 10, +œ) 一 > (0,+00), 满足 m.o = O(A) ERM A 
的 非 负 常数 ， 当 HA > 0, (0.2) BRR. 

AAEH ep iA AER ( 简 记 为 LDP), Æ (0.2) 的 如 下 精 
HEE: 存在 下 紧 转 数 了 工艺 —> [0 十 oo], 使 得 对 于 任意 4 € B(X), 
若 infae I = inf 二 有 


peA) = exp{— inf 1/A(€) + a(1/Afe}}. (0.3) 

EE (0.2) STAA I BORE RR AERAR, A) 为 速度 . 
在 通常 的 极限 定理 (如 大 数 定律 、 中 心 极 限定 理 、 重 对 数 律 等 ) 
中 是 没有 速率 函数 工 的 ， 而 我 们 马上 会 看 到 ， 在 几 个 重要 的 .LDP 


中 ， 速 率 函 数 工 分 别 为 物理 中 的 动能 、 作 用 能 或 丧 ， 厦 以 说 了 工 醋 
FT LDP Wid RR ee A. 


2 AMER CHER ILTSRRAR 


2.1 统计 


fi 1 i (f,,n€ IN) ENF P LEXA FED A 
REF R 的 随机 变量 ， 考 虑 经 验 均 值 | 


> Set 
kD 


Sm 为 真实 均值 Ei. 弱 大 数 定律 给 出 
P(\ 2" — m |> 6) — 0 (n > +00). (0.4) 


怎样 精确 估计 (0.4) 左 端 概率 是 统计 中 一 个 基本 问题 , 如 众所周知 
的 中 心 极限 定理 、 重 对 数 律 、 Berry-Essen 定理 、 Cramér 定理 等 
WEA ERS. FETA 

Cramér 定理 (|/Cri) BE 


Eexp{A | fo [} < +o, VA > 0. (0.5) 
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EX fo 的 分 布 Llio) = a 的 对 数 -Laplace 变换 : 


Aly) = log Æ exp(£o, y) 


一 log | ef) alde), Yy E RË, (0.6a) 
Ri 
O R E AW) Legendre 2: 

A*™(x) = supl iz, y} — Aly) | y € R), Ye € R. (0.6b) 

则 | | 

(a) Ar ; RÊ —+ [0,400] FIR, A*(x)=0 & z= m; 
(bj VA € BUR®), & infa A* = infa A*, 有 

p(= E A) = exp{- n inf A” + a(n)}-. (0,7) 


4 e(n) = pen = P(= €-), 上 述 定理 正 是 说 (ae > 
+00) 满足 速率 函数 为 A* 、 速 度 为 ein) 的 LDP. 这 个 定理 揭示 了 
对 数 Laplace 变换 与 Legendre 变换 在 大 偏差 理论 中 的 重 划 性， 其 
证 明 思 想 被 发 展 成 为 现代 的 所 谓 Cramér 方法 . 

附带 介绍 大 偏差 名 称 的 来 源 ; 


一 当 6 在 (04) 中 国定 时 (6 = 0), |22 一 mm| > t KAKAZ. 

4 6 = t/ A, (0.4) 成 为 中 心 极限 定理 的 形式 ， 

4 § x Am, 其 中 A(n) > +00, Mw _ 0, 相应 的 偏差 介 
于 大 偏差 与 中 心 极限 定理 的 偏 关 形 式 之 间 ， 在 统计 学 文献 中 称 为 
中 偏差 

2.2 BFAR | 

例 2 设 Enen BENE (Q, F, P) 上 的 一 列 独立 同 分 布 、 
取 值 于 波兰 (Polish) 空间 百 中 的 随机 元 . da = LE) 为 它们 共 
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同 的 分 布 ， 经 验 分 布 为 


赋予 互 上 福 府 测度 空间 M(E) 以 红 收 敏 拓扑 “一 ”以 及 相应 
的 Borelo- 域 B(M: (E)), W En 是 取 值 于 M(E) 中 的 随机 元 ， 据 
Birkhoff 遍历 定理 ， 易 证 Ln — a, as.. 

fit En 与 a 的 人 篇 蔗 概率 是 非 参 数 统计 中 和 和 理解 乙 历 现象 时 
常常 要 用 到 的 ， 下 述 定 理 是 Deuschel-Stroock 在 [DS] 的 历史 述评 
中 称 之 为 令 {当时} 人 吃惊 的 结果 : 

Sanov JEHE((Sal) 定义 相对 精 


ie cr 
ACB; a) = | Jr dg BB << a, 
+00, ly dg 否则 ， 
则 路 
(a) joy 是 (M(E) “> LNT RBM, Bafa) 三 0 6 


= i, 


(b) 对 任意 Ae B(M,(E)), # infae (5a) = infgh( ia), 有 
P(L, € A) =exp{- A ACB; a)n + of{n}}. (0.9) 


(0.8) 


注 Wise Boltzman 在 19 世纪 引入 热力 学 的 ， 是 最 重要 的 物理 
概念 之 一 ， 也 是 动力 系统 理论 中 一 个 极为 重要 的 不 变量 (归功 于 
Kolmogrov{Ko]). 据 Kolmogorov—Ornstein 定理 ,两 个 Bernouilli af 
力 系 统 可 测 同 脖 ， 当 且 仅 当 炉 相同 .因此 可 以 说 Sanov 定理 揭示 
了 独立 同 分 布 序 列 的 本 质 ， 


2.3 数学 物理 


数学 物理 中 的 许多 问题 都 归结 为 研究 下 述 Laplace 积分 的 新 
近 性 质 ; 
f eF IM) dyre. (0.10) 
x 


-JJA - 


Varadhan 点 现 
Laplace 原理 ([Val|) 4 (ece + 0) Æ X Li ERR BRA 
T. EREA Xe) 的 LDP, 则 对 Fe cc), 


lim Afe) log 上 iM du. = supl F 一 I), {0.11) 
三 一 一 心 x x 


试 举 两 例 说 明 (0.10),(0.11) 的 用 途 . 
例 3 SRR 中 的 热传导 方程 ( 设 YE CR”)): 


~ = = Au +(Vfeju® , u®(O,r) = 1 (0.12) 


(HE: Eade 虚 时 间 Schr6dinger 方程 ，e = A Æ Planck 带 数 }. 什 
“te u(r) fee 30 时 的 渐 近 性 质 ? 

更 将 此 问题 化 为 (0.10). 设 (Wi)iwo BME 人 工友) E. 
RR? 中 从 原点 0 出 发 的 标准 Brown 运动 (BI ERA SH A/2). # 
Feynman—Kac 公式 ， (0.12) 的 解 可 表示 为 


I 1 
we (1, 2) = Eexp{> f V (a + VEW, do}. (0.13) 
0 
W X = C([0, 1} R°); pe = P(VeWio,, €), B VeWioay Æ X pH 
apap. $ 
F(w) = f V (z + w{s))ds , Yw € C{[0, 1); R”), 
| A 


则 (0.13) Æ È (0.10). 为 回答 十 述 问题 ， 我 们 陈述 以 下 定理 . 
Schilder 定理 ([Sc]) 定义 了 : c([0,2], R 一 3 [0, +], 
I(w) = | 1 fa | w(s) |? ds, 车 w(:) € L7((0, 1]; RÈ): 
= | +00, 否则 . 


则 (pe = P(e. € he > 0) 在 C([0, 1], R) LWAE RHR 
AT WA fe 2 (LDP). 


(0.14) 


oy: 


Es ie a 


注 = fur) iw < +00} Æ Cameron-Martion FEH, Hw) 
是 质量 为 1 HATENE w 运动 的 动能 . 
据 Laplace 上 原理， 有 


lim Elog w (1, x) 


= curt f Vie + w(s))de — f(s) | we X} (0.15) 
= —inf{A(w) | w € X, Iw) < +}, 


其 中 4(w) = Hol? ~ Vie + w(s))|ds 正 是 一 个 质量 为 1 的 粒 
TES $ fiy V 中 深思 道 w 这 动 的 作用 能 . 
回忆 (0.15) PAY FÉRIÉ w = 上 是 如 下 Newton 方程 解 
时 达到 
g0)=2, Ë) = -VV (EH). (0.16) 


例 4 考虑 一 个 取 值 于 波兰 空间 EE 的 马 氏 过 程 
F, (Fy), (Xe), CP ojece), 


其 转移 概率 算 子 半 群 (Po) 的 生成 算 子 为 C CARR — TE E 
中 自由 的 热 扩 散 过 程 ， 

现在 假定 有 交互 作用 势 V: ESR. 它 有 界 连 续 ， 相 应 热 扩 
BT FE AD 


= ult £) = (£4 V(a)) u(t, æ). (0.17) 


仍 取 初 始 条 人 忻 为 : u0, r)= 1. 
一 个 极为 自然 的 问题 是 ， 当 + 二 十 oo RH, Pea u(t, 2) 的 
极 黑 状态 是 怎样 的 ? 仍 据 Feynman-Kac 公式 ， 有 有 


uft, z) = JE“ exp f V(X, )ds. (0.18) 
o 
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POPE Epp Lj, A r FT 一 


te te = 1 f° by. ds =F, pe = PAL, e), X = M(E), F(p) = 
fa Vag. Mi] (0.18) 仍 变 成 (0.10): 


u(t, r} = f eF dje. 
X 


ER EL EE HERE UP (Dy E -),t 3 +00) 的 大 偏差 澡 题 ， 它 是 由 
Donsker 和 Varadhan ff) RIJE EMET E [DV I—IV] 建立 的 . 他 们 
工作 中 所 引入 的 概念 、 思 想 和 技巧 一 直 在 大 偏差 理论 的 研究 中 起 
着 重要 作用 ， 在 最 近 十 多 年 来 得 到 了 较 大 的 发 展 . 


本 篇 则 在 于 围绕 一 些 具体 数学 物理 、 统 计 问 题 ， 详 细 介 绍 大 
凯 莽 理论 的 基本 概念 、 思 想 和 技巧 全 篇 分 四 章 . 第 一 章 介 绍 大 
偏差 理论 的 基本 框架 . 包括 三 个 基本 原理 (收缩 原理 、 Laplace 原 
HA. Gibbs 原理 ) 和 三 个 基本 方法 : (1) 比较 方法 :上 指数 胎 紧 各 
”指数 EE OD 投影 极限 方法 第 二 章 系 统 介 绍 在 局 部 凸 向 量 
空间 上 的 Cramér 方法 ， 它 是 大 偏差 理论 中 最 为 广泛 和 有 力 的 工 
县 之 一 ， 其 实质 在 于 怎样 通过 Cramér 7228 A 和 它 多 Legendre 变 
换 A 得 到 大 偏差 估计 . 本 章 需 要 较 多 上 是 分 析 方 面 的 知识 . 我 们 仅 
仅 将 一 些 必 要 的 苦果 收 进 附 录 点 中， 第 三 章 我 们 用 Cramér 方法 
证 明 本 引言 中 提 到 的 三 个 基础 结果 和 和 它们 的 推广 ， 并 用 燃 、 炳 投 
影 将 它们 联系 起 来 . 作为 应 用 ， 我 们 还 将 介绍 Ventcel-Freidlin 关 
于 随机 扰动 的 基本 定理 ， 

必 者 期 望 本 篇 能 吸引 读者 进入 大 偏差 理论 的 前 沿 课 题 ， 如 : 
ERNE, JRA, FEIRA WEL TAE, HERH 
学 极限 、 流 体 动 力学 极限 、 线 性 及 非 线性 偏 微分 方程 等 领域 的 应 
用 . 
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第 一 章 大 偏差 理论 框架 


本 章 详细 介绍 大 偏差 理论 的 基本 概念 .基础 原理 和 基本 方法 ， 

共 分 五 节 ，$1 引入 基本 概念 ，82 介绍 三 个 基础 原理 , 收缩 原理 、 

Laplace 原理 、 Gibbs BH; §3 引入 从 弱 型 大 偏差 原理 到 LDP 的 
基本 工具 ， 指 数 胎 紧 与 胎 R) HE 34 介绍 极为 常用 的 比较 方 
法 ;最 后 在 85 PHRASE RRS EARS. 


81. 基本 概念 


i X EJEREN Hausdorff 拓扑 空间 (正则 是 指 ， 计 中 的 
每 一 点 zx 都 有 一 个 由 闭 集 组 成 的 邻 域 基 }. 以 B(X) id aa 
生成 的 Borelo- 域 . 但 由 于 我 们 不 再 假设 X 是 波兰 空间 ( 即 可 度 
Mit, 完备 , 可 即 空 间 ),8(X) 往往 大 得 难以 在 (X, BUX) 上 定义 测 
BE. 例如 对 乘积 空间 RT, 当 工 不 可 数 时 ,一 个 实 什 随 机 过 程 (ztjierz 
HE RT, BORT) 上 的 概率 测度 ， 但 不 是 【再 二 ,她 ( 西 7)) 上 的 
测度 ， 为 此 ， 设 4 是 天 上 一 固定 o- 域 ， 它 包含 任意 Ee X 的 一 
As FF 邻 城 基 和 一 个 闭 邻 域 基 . 

定义 1.1 I: X — [0,+oo] 称 为 速率 函数 ， 若 它 是 下 半 连 续 
的 ( 即 ， YE >0, [FT<DT 是 闭 的 ). 称 工 是 下 紧 的 或 好 速率 函数 ， 
若 Y 工 >0[< LARE. 

下 紧 函 数 具 有 良好 的 航 限 性 质 . 

wE 1.2 (a) FI: X 一 [0+] 下 紧 ， 则 存在 x cx, 使 


得 
I(x) = inf I. 


(b) 设 (4,<) 是 偏 序 集 ， 且 4 中 任意 有 限 子 集 都 有 上 界 、 设 
Qaa E A) 是 一 族 下 紧 速 率 函 数 ， 满 足 Ya <b, Ia <i. WE 


i = inf fl). 
Sh Bk 一 Ja Sep fe) 
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WERA (a) A l= infx J = +ec, 则 结论 显然 . 所 以 不 妨 设 上 < +o. 
此 时 A, = [J < 1+1] 是 一 列 空 非 单调 下 降 紧 集 ; 因此 Ono Kat K 
JE. Hre K 就 满足 要 求 . 

(b) Al infy J, < supaesa dalr) WHER r Ee X 成 立 ， 所 以 有 
“a7, AGE “>”, b= supwea infx ie. i= +œ, WWW>” g 
JRM. R i< +o. 由 (aj,Ya € Z, [I < 1] 4ES, BMRA 
个 ai Qn E A, ARR b> are an. 由 单调 性 ， 


(Jaa < > Le < NARS. 
k=l 


HARR mE (E) M, Maea SY FE. PERS HA 
£01 有 
Bae < mp oa) <t : 
现在 给 定 (X, A) 上 的 一 族 概率 测度 (me > 0), EX EE 
FRAM JA 
定义 1.3 (a) 称 (jc,e +O) EX CREER BRAT A 


Æ TA (lower large deviation, 简 记 为 LLD'Y, 车 对 X 的 所 有 开 集 
GEA, 
i(G)= lim inf € log Hei G) > 一 inf 了 (1.1) 


(b) 称 (ie,e 20) EX FCS RAT NA LH 
(upper large deviation, 简 记 为 ULD), Ai TFR. AW X PRAM 


Rre A 
{F= limn supe log z.(F) < — inf F. (1.2) 
ply 


(c) 称 Gee > 0) EX EREEREER AJI HARES 
(large deviation principle, 简 记 为 LDP), 4 (a) HAI LLD 和 (b) 中 
的 ULD 同时 成 立 

FR S| ASG AY KA Fe: 


FS : 


定义 1.4 称 (yee 二 人 0 在 廊 上 满足 速率 函数 为 1 的 弱 * 型 
ARELA, 简 记 为 w*-ULD, EXX WERT K, Yô > 0, 存 
在 A- 可 测 的 开 集 G* > K, EE 

uG’) < | —infg I +ő E infg I< +00, (1.3) 
—1/é 3 inf g I = +o0. 
而 称 (ne:e 一 0) MERA 55" 型 大 偏差 原理 , 简 记 为 w"-LDP, 
2 LLD 和 wt-LDP 同时 成 立 . 

注 1.5 (i) HA: (0,+00) — (0,+co) 满足 lim, 和 Ate) = 0. 重 

PE (1.1) 和 (1.2) 中 的 量 如 下 : 


er =n ( ) A(e) log pel A). 


这 样 就 会 得 到 所 谓 的 速率 函数 为 了 .速度 为 X(e) PA Oe HE 
E {如 引言 中 所 介绍 }. 但 因 以 上 估计 只 与 Me) 一 0 的 速度 有 关 ， 
可 到 Afe) 严格 增 . 取 e = Ale) ver = he 这 样 我 们 又 回 到 了 定义 
1.3 、 1.4 中 的 框架 . 

(ii) AAR BR A CX, 


u(K) < 一 ip 1 Cx) (1.4) 


则 称 Ge,e 全 人 在 蕊 上 满足 速率 函数 为 了 工 的 弱 型 大 偏差 上 界 ， 
简 记 为 w-ULD. 同样 ， 弱 大 偏差 原理 ( 简 记 为 w-LDP) 指 LLD 与 
w-ULD 同时 成 立 ， 显 然 wt-ULD > w-ULD. 

通常 及 经 趴 文献 中 ， 一 般 只 考虑 wLDP 和 w-ULD( 因 表述 简 . 
eS) 但 以 后 会 逐步 看 到 ， w*-ULD 有 和 较 多 的 好 处 ， 

(ii) 在 经 典 文献 中 ， 一 般 只 考虑 X 是 波兰 空间 且 A= B(X) 
的 情形 ， (为 叙述 简便 ? ) 这 在 应 用 中 是 有 局 限 性 的 ， 非 参数 统计 
虑 用 中 出 现 的 不 可 分 Banach 空间 ， 或 者 常常 用 到 M(E) 中 的 一 
拓扑 {7- 拓扑 一 般 是 不 可 度量 化 的 ) 等 . 
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(iv) 正则 Hausdorff 扼 打 空间 等 价 于 所 谓 T3 + BR EER 
尾 一 闭 集 和 它 之 外 的 任 一 点 ， 可 用 两 个 下 不 相交 的 开 集 分 别 包 含 
它们 ), 它 是 极为 广泛 的 ， 例 如 ， 所 有 可 度量 化 Hausdorff 空间 是 正 
则 的 ， 所 有 拓扑 向 量 空间 是 正则 的 . 


命题 1.6 (a) LLDe Vee X, 存 在 邻 域 基 Nix) C A, 使 得 
YEA(zel HN) > —I(x). 
(b) w*-ULD<> Ye € XVS > 0, 存在 zx HAR N € A, 使 得 


u(N) < -a(i(x), 6). 这 里 


(1,8) i — ő, it < +00, 
al?,o)= 
1/6, Yt 一 +00. 


[cj w*-LDP fx) IE og AE. 

证 明 fa} “>” BR. FUSS”. R GEANE, 2 eG 
iE. RNG AN) NCG, A UG)> UN) > Hr} Rreg 性 
意 ， 此 了 即 (1.1). 

(b) MK = {2} PE “>”. GE =e”. EK KR. Wee 
6>0, HREM, 每 一 点 x eX MADR Niaz) € A 使 得 wtN(x)) < 
—a(I(2).6). Hy PEE EE, 存在 有 限 儿 个 {N(xzi);i= 二 1,.… ,NN} 
Riis A, 印 

KC J Nig = Ge 
i=l 


易 知 (下面 第 二 个 等 式 见 习题 1.9): 
u(K) < u(G*)= max u(Nle:)) S- ‘min ol Tri), 6). 
现在 比较 上 式 最 后 一 项 与 (1.3) WM. Bint 了 = +00, 有 
a{I(z:),8) = ol +00, 6) = $, 
Est Hi (1.3). # infx P< 二 ec RB 1/6 > infg I, MA 
| a(I(x;), 6) > inf f-6, Wi= 1 ya. 
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APA ERA (1.3) 式 对 所 有 充分 小 5 成 立 . 

(c) 设 了 了 是 w“LDP 的 两 个 速率 函数 .由 瑟 的 正则 性 和 子 的 下 
半 连 续 性 知 , 对 任意 5 > 0, EAE BAR N(x) CA 使 得 infwre 了 > 
a(i(x),6). BATA 


—I(z) <I{N(z)) < u(N{z)) < ~- inf P< —a(T (x), 6). 


H S 任意 ， 故 有 Me) > Me). BWA Te) <Iz), 所 以 I= a 
由 上 一 命题 ， LLD 和 w*-ULD 是 局 部 估计 ( 即 邻 域 估 计 ), 而 
ULD 往往 是 整体 估计 ， 在 具体 应 用 中 往往 也 是 较 困 难 的 . 
在 注 L5G) 中 定义 的 w-LDP 是 否 能 导出 速率 函数 的 唯一 性 ， 
作者 尚 不 知 答案 .当然 在 局 部 紧 情 形 ， 由 于 w-ULDew*-ULD( 见 
习题 1.7) 它 是 对 的 ， 


3 E 


=J 1.7 WER FAR: 

(i) w*-ULD> w-ULD, 其 道 在 X 局 部 紧 时 亦 真 ; 

(i) ULD 一 w*-ULD. . 

习题 1.8 对 任意 B CCX, 定义 外 测度 、 内 测度 如 下 : 


jt(B) = inf (pe(A) | A € A, A D B), 
HMB)= sup (pe(A)| AE A, ACB). 


HEBA FRÈ 4 SR: 
(a} 若 LLD, M y FẸ G, iminf 9 € log pG) > —infe T; 
(bi ULD, Wl yY HÆ F, lim sup. „o clog pO" (F) > — infer T. 
习题 1.9 设 f(e),g{e) > ORATELETCRECEN® 
PRIS. 证 明达 [—-co, +00] 中 有 


lim supe log ( f{e)+g(e)) = max (limsupelog f(e}, lim sup € log g(e)). 
E= 0 gœ eG 
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习题 1.10 (a) Hw & (X,A) 上 的 =- ABARTH RE. 证 明 对 
任意 A- 可 测 实 函数 f 


IF lle (ie) — Fly py = ess.supx|f|. 


(b) HE J : X — [0,400] FR, A 可 测 ， 连 续 ， 且 fa) Ry 
IB ALT FER TSR G E A,p(G) > 0 和 p(J < 十 co) > 0, 


Z(e)= f e 4/*dy < +00. 
x 


证 明 
2 exp(—J/e) 
© Ble) 
EX 上 满足 速率 画 数 为 Tz) = J (x) - infx J AY LDP. 
习题 1.11 设 (innl Æ (RF, P) EWR RÉ 的 独立 同 
分 布 正 态 随 机 变量 序列 . Bom = (na m) = BS, 并 设 


djs, ¢>0 


T = (Tij) = (EKG ~ ma)(éi 一 mj) a a 
Aw. 利用 + Dp. Ge 的 密度 表达 和 习题 1.10 证 明 PS < 在 
”上 满足 速率 函数 为 


I(x) = z(e — mo l{g —m)) 


的 大 俩 差 原理 (EEA es 1/n). 

习题 1.12 4 ULD Ry, Wi = 0] 非 空 ， 且 对 任意 开 集 
GEA, 满足 人 DT= 虽 有 1limsup。oeclogHefGoe < 0. 

JMR 1.13 RI: X — [0,+0] FR. 子 集 4CX 称 为 工 
正则 的 ， 者 


inf f = inf J. 
Ae a 
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fa) X JERE, p AEE, Vee x, RRR 
fler) = Ble) 


其 中 B(z,r) = {y € Xlor, y) < rh 注意 到 fer) 是 + 的 单调 增 
pu ae A f(z, r+) =inf{i(w|y E B(x,7)}, 由 此 推出 x B— H -E 
则 子 集 构成 的 邻 域 基 . 

(b) 设 X TRE, p ARE, H p: (XA) — (XA) 7 
m. AREA 大 正则 A- 可 测 子 集 AHA) = w(t4) = inf, T, Mi 
(teac > 0) 满足 LDP. 

GE: 此 习题 说 虹 了 引言 中 所 用 的 LDP 表述 形式 与 定义 1.3 一 
致 . ) 


$ 2. 三 个 基本 原理 


2.1 收缩 原理 


I XA (pese > 0) mht. 首先 介绍 
We 2.1 (收缩 原理 ) & Y 是 另 一 正则 Hausdorff SA, f: 
万 一 站 连续 . i B-{(BcY/| Be A} (ERY LA c- 域 ). 
令 
Ve = Heof (Mv(B) = we (f-'(B)), YB € B). 


F (je,e 一 0) HEX 上 满足 速率 函数 为 了 的 LDP, W (re + 0) É 


Y 上 满足 速率 画 数 为 
IFiyj=inf{i(2)|2¢X : f(r)=y), vyeY (2.1) 


的 LDP. 
HEAR 1) SWEAR [P< L f(s lL) BRO” RMA. BRE 
y E [F < E], BA 


L > inf{F(s)| F(=) =y} 
= inf {I (æ) | I(x) < L+ 1, f(z) = y}. 
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根据 命题 1.2, 存在 x © X f(x) = y, HH I(x) < L, By e f(T < L). 
等 式 得 证 . Ru, FARRER, P< LLY PRR. 
2) 往 证 LID. HEERE O€ BS TOE A, EHE 
lim inf € log ve(Q) = lim inf € log plf Oo) 
| > —inf{I{2) | ze H0) 
= inf{ITi (yl y € O}. 
3) 类 似 可 证 ULD. 


2.2 Laplace 原理 


大 偏差 原理 的 一 个 主要 结论 是 Varadhan 于 1966 在 [Val] 中 
建立 的 下 述 | | 
定理 2.2 (Laplace 原理 ) 根 设 (uec 70) HEX ETRE RR 
数 为 了 的 LDP, 则 对 任何 A- ay a OX A, 若 它 满足 
lim limsupelog f el dpe = —o0 (2.2) 
[D> AT] 


M=t+t ¢40 


或 者 更 强 的 条 件 ， 36 > 0, 使 


P{(1 ~ 2) = limsup clog f ei tE sdu, < +00, (2.3) 
e—} x 
则 有 
| lim clog f edi du. = sup (B(x) - T(z) | # € X). (2.4) 
E — X 


我 们 将 这 个 重要 结论 的 证 明 务 为 上 界 、 下 界 两 部 分 ， 它 们 在 
许多 应 用 中 可 单独 起 作用 . 
引 理 2.3 {$ (pac 3 0) MA LLD, ER A BW PEE 
He > ; X 一; [-co, +00], 有 
P(®)= lim inf e log f. el du, 
> sup{@(2) — Tz) | æ € X : x} A(z) < 十 oo (2.5) 
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证 明 flat ce X, 满足 Iz) A B(x) < too. MAU RE) 之 
®(z) 一 了 (2). HERES tr) = -00, 它 自动 成 了 并， 因此 现 设 名 (5)】 > 
一 o0, H ® KPBS, Vi > 0, NEO > O(c) - 5) Be HAS 
域 ， 且 Ne A. 所 以 LLD 给 出 


P(®) 2 liminf clog f es/ du, 
e— N 
> lim inf Elog ef POP E tN) 
> (x) —8 — fx). 
因 # > 0 和 任意， 得 (2.5). | 时 
引 理 2.4 设 (pe e 0) 满足 ULD. 对 A 可 测 上 半 连 续 函 数 
名 ; X —>[—-0o0, +00], FEM (2.2) 3 (2.3), WA 
Pid} = limsup log 上 oF! dis. 
«—0 X 
> sup{@(z) —T(a)| ee X : (r)a Hr) < +00} < +o. (2.6) 


证 明 首先 证 明 (2.3)>(2.2). 事实 上 ， 


所 一 小 站 


lim sup clog f e?/ du. < lim sup € og f elo) 6M /eg 
[o>] ey [PMI 
< -óM + P((1+6)8). 


所 以 (2.3)->(2.2}. 

下 面 的 证 明 分 两 种 情形 . 

NSM, MER, 为 一 常数 考虑 紧 集 Kz 一 [I< 了 ,其 
PL>OFR. U6 >O Ree Ky, RH OTP. EEEH, 
存在 闭 邻 域 Nix) c AER 


P(x) + 6, GPx) > —oo, 
sup 中 < 
N(x} —1/6, FM, 

inf I > alI(a), 6). 


» AT - 





ARFA N.{z) EA 使 No(z) 二 N (z). HERAS EB 存在 
ARET {No(z51),… ,No(lzn)}( 其 中 zi € Kz) 使 


Er € (J Nzn)=G. 


k=] 


这 样 ， 
J e™ Edu, = — due | ebedyu 
x tre 
| e /dye 十 eMitpelG°) 
Nizp} 


< eX PN OSE (N(x) + eM/*n (G°)), 


lA 
Me iMa ~ 


Er 
| 
J 


其 中 
b(t,6) = | t+, Gt € (一 cc +00], 
—1/2, 者 二 一 


因此 ， 利 用 习题 1.9 及 由 ULD 得 
P(®) < max (B(B(ex), ô) +u(N(zr))) v (M + ulG®)) 
< max (d(@(24), 6) + (~ inf D)v (M + (—inf 7)) 
< max x (P(x) ), 6) a(l (zkh ó ) ) V(M — L). 
to EL +00, Kik é oO, 得 


P(®) < max (BCXE) — T(z)) 
< sup(@ — T). 
x 
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2) 一 般 衫 形 ， 现 在 需要 去 掉 1) 中 的 上 有 界 假设 ,而 这 正 是 条 
件 (2.2) HAR. 对 任意 M>0, Soy = 里 入村. 我们 有 
Fr - Bag fe pre . 
Pt) lim sup ¢ log / e dy, + i du | 
= P(@ys) V Am, 
其 中 Am = limsup,_. €log figs. CP! “dee. 所 以 由 1) 有 
P(®%) < supu — DY Ans 
x 
< sup (z) — I(r) | z € X, I(x) A Of) < +00} V Am. 


令 M > +00, 条 件 (2.2) 就 给 出 (2.6). z 
定理 2.2 的 证 明 它 是 引 理 2.3 和 引 理 2.4 的 直接 推论 ， 
2.3 Gibbs 原理 


下 面 介绍 Laplace 原理 的 一 个 重要 应 用 :， Gibbs 原理 . €E 
由 Ellis 在 E] 中 首先 得 到 并 系统 地 加 所 应 用 的 . 

定理 2.5 (Gibbs 原理 ) j4 (aae 70) EX LRP RRARA 
I 的 LDP,@ : X — [-co, too) 为 一 连续 A WHR, ARE 
sup; ( — I) > ~0o. BAH (2.2) W, Mj 


.J e? edu, 
pe (A) edn, (2.7) 
在 X Lie RRA 

IPDS) — B(x) PI) (2.8) 


的 LDP, 其 中 P(®) 由 (2.4) 4p By CAR RR He Om YZ BA). 
证 阴 首先 注意 到 : 由 引 理 2.3 和 ?24 推出 


20 < sup(® — J) < P(@) = P(E) < sup(# — J). 
A x 
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所 以 压强 P(®) 存在 并 且 属 于 R 下 面 的 证 明 分 为 三 点 . 
1) 下 界 . WER GEA $ a= Pe 一 lee Og TEË 
ge. 所 以 由 引 理 2.3 导出 
lim infeye (G) = lim inf € log 上 oP! du. 一 lim e log 人 et/ dye 
= P(g) — P(®) > sup (Pelz) ~ I(r) | z € X) — P(E) 
= sup (@(x) — I(x) | x € G) — P(®) 
一 -inf I”. 


DEF. WRAP EA Oo Op = Ole -colr Mi Gr E 
半 连 续 ， 所 以 根据 引 理 2.4, BA 


limsup ¢ log 2p, (F) = P(r) — PÈ) 
e—O 
< sup (@p(x) — I(x) jz © X) — P$) 


— inf 7°. 
F 


3) 1? KAFR. EAI PRES. 4OSM LAA, 
H? < Ug Hg<L+M- Pi) Bp Z? < 2) 相对 紧 . ERB 
的 ， 因 此 紧 ， 即 1? FK FRO DALARAN. RESH 2.3, 
-æ= jj lim sup e lo erd - 
oo Ar nsup s 此 


> lim 


> sup (@ — f). 
AM + +0 fur | 


从 而 
lim inf (一 更 ) = 十 cc， 

M—-+00 [D> AM] 
WEB eH L > 0, W M > 0 fH infpssag (7 — 2) > L— P(®). 
我 们 有 

[P< L] =|- 8< L- P(E) 
=|- < L-P(S) [8 < MHA) 
CHE +M -PCR 
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所 以 (7? < LE] K. 
习 E 


习题 2.6 i (Weep BAO 出 发 取 什 于 R’ 的 标准 Brown 
运动 . Br = {0 = to < ti <- < ta = 1} Æ [0,1] 的 一 全 分 割 ， 
令 是 连结 {wlto),w(tr),---,wltn)} 的 折线 ， 

(a) 利用 习题 1.11 证 明 


P((veW (to), VEW (ti) s VEW (tn)) € >) 


在 UR*)"+! 上 满足 LDP, 并 写 出 其 速率 函数 . 
(b) 利用 (ay 和 收缩 原理 证 明 到 (vSWF* ©) 在 


Co([0, 1), RI) = {w : [0,1] — Re | we SE, w(0) = 0} 
上 满足 LDP, FR ph BA 
1 ft wisal*de w = w7 £ 
nw) = 4 22 (s)Pds, 若 是 折线 ， 


+00, 否则 . 


习题 2.7 WX R=. 证 明 如 下 Laplace 原理 的 做 Be 
I dL SE Ew AO ER $E CX, WR), 


P(®)= lim clog f ev/ dy. = sup( — I). 
ED x x 


WY (oe — 0) HEX EMERARA TO LDP. 
习题 2.8 WX ABR SE, (yese -+0) EX ERE 
wLDP. #O:X-+RES#, $5MH-O FR, M 


P(t) = lim clog 上 ef du. = sup(® — I). 
e— X 


A 
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z3 W 2.9 EM Gamma 了 因数 
+> 
LIA) = f tle tdt, € (0, +00}. 
0 
(a) 证明 
too 
ATAHIT A) = af rem dt. 
0 


(b) 利用 习题 1.10 证 明 (paldi) = Xe 二 指数 分 布 族 } 在 
入 一 十 co 时 满足 LDP, 速度 为 < = 1/\. 找 出 其 速率 函数 、 
(c) 证 明 (从 (b) 和 Laplace 原理 出 发 ) 


. l — AF1 
一 àl =-1. 
Jim | 5 lee (A Ta)) 1 


(d) 推出 近似 Stirling 公式 
Tin +1) = n! = nhe "ten. 


习题 2.10 É Gibbs 原理 (定理 2.5) 的 条 件 下 ， 证 明 
(i) HR I? = 0] IEF; 
(Gi) SERA G oj = 0), FE > 0, 使 


PIGS) < pT efetotl fe) 
(iii) H? = 0] = {2} (URS), 则 pe Soe 6., 即 对 任意 
BA ESB J, fy fdul — fy fd, = fla). 
§ 3. 从 弱 * 型 大 偏差 原理 到 LDP: fe Ha * 性 


在 命题 1.6 中 我 们 已 看 到 ，w"-LBP 是 局 部 邻 域 估计, 而 LDP 
是 整体 估计 .怎样 从 w*-LDP 得 到 LDP ÆW H h tfen 
的 .下 述 概 念 在 此 过 渡 中 起 着 基础 的 作用 . 
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3.1 EAE 性 | 
EX 3.1 BK (eee 30) EX ELEA” W, & YL > 0, 
FERR Kr 使 得 对 任何 开 集 GG 2 ErGEe 4 有 


C_ % 
lim sup € log H(G) < —L. (3.1) 
e—0 


定理 3.2 ik (pae > 0) EX ERE OR RB I H w*-LDP, 
WANA LDP 成 立 的 充 要 条 件 是 (ue, 6-50) HR * 的 . 

HERA 也 必要 性 ， 我们 证 明 ， “ULD= 指数 胎 紧 * 性 ”. 事实 
E, X £>0,R A, = [F< Li, Ml YFG o KG Ed 有 


u(G*) < ~inf I < ~E, 
即 (3.1) 成 立 . 


下 面 分 两 点 来 证 明 充 分 性 ， 
2) 充 分 性 (D: 的 下 紧 性 . 对 任意 工 > 0 Bie, 设 Kz 是 由 指 


RHA * 性 中 确定 的 紧 集 ， 仅 需 证 [7 < L] C Ki. 对 Kz 的 任意 


FAS bE N <A, 有 
-inf I < {N°} <u(N*) < =L. 
从 而 N° c [E > L], B s< LIC N. REX DENEM A 的 假 
设 ， 这 样 的 闭 邻 域 的 交集 为 Kr, MEA [I <E] cK. 
DETE (ID: ULD. SEERA F E A, 对 任意 L > 0, 令 


F, = FNOK, HP Ki 是 出 现在 指数 胎 紧 * 性 中 的 紧 集 . 不 妨 设 
K; DH SLSR Kr UI < £)). 此 时 ， 


inf If > inf] (L — +00). 
Fr F 


由 w*-ULD, YS > 0, 存在 Fr 的 邻 域 Oc A 使 得 


u(O) < —a(inf Ió). 


vr E RK, Rak BR N (s) 如 下 : 
wa EF Nix) =O 
ee Nig) OF = ¢. 
& = Uer, Na). 根据 有 限 履 盖 定理 ， 存 在 有 限 多 个 {N(xi) | 
v; E Ky} 使 得 
Kı Cc)NGi)2G eG. 


t—1 
于 是 GEA,G AAFKE 
FAGcFNG=O. 


从 而 有 
uF) =u((FNG U (FN G°) 
< u(F NG) Vu) 
< u(0) v (=L) 
< [-afinf 1, 6)] v (~£). 
在 上 式 中 令 工 小 十 00,5 0E ulF) < 一 infp 了 . r 


注 3.3 上 面 的 证 明 给 出 ， 

D (Here > 0) MÆ w-ULD BUR EO * PE, HI FK, 
邮 相 应 前 ULD L; 

(ii) ULD=> 指数 胎 紧 * 性 . 


3.2 列 指 数 胎 紧 性 - 


在 这 一 小 节 恒 假定 X 是 波兰 空间 { 即 可 度量 化 、 完 备 、 可 
分 ), A = BCX). 
EM 34 称 (4. € + 0) 是 ITB RR, SER FS 
gn) + OVE > 0, FERR Kz 使 得 


lim sup cln) log petn (KZ) < —£. (3.2a) 


(aj 
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注 3.5 (i) 称 {je.e > 0} 是 指数 胎 紧 的 , 着 YL > 0, FERR 
Kz, ff 

| lim sup € log Hl KE) < —£. (3.2b) 
3 {unae > 0} ARN, ES LM ELSE. 

(ii) 回忆 著名 的 Prokohov EH: (pee — 0) 列 相对 紧 ( 即 任 
Fil (heln) ECT) > 0) REKATI (Hefner E(k) 一 0)), 43. 
BRA (uee > OIRR, 即 对 任 一 子 列 e(n) > 0,V5 > 0, FER 


RK if 
lim sup Hern KT) < 6. (3.3) 
m. —üÜ 


BEA SE SC 3.4 Ab Sl] RW PREE. 

下 述 定 理 中 的 必要 性 属于 Lynch-Sethuramant Jil [LS]). 

定理 3.6 设 天 是 波兰 空间 ， (ae =p) EX EWER 
数 为 的 w-LDP. 则 相应 的 LDP 成 立 的 充 要 条 件 是 (pe,e 一 0) FY 
指数 胎 紧 . 

证 明 充分 性 的 证 明 与 定理 3.2 类 似 , 但 简单 得 多 , 这 里 略 去 . 
下 面 证 必要 性 .不妨 设 {ue = em ATR. 简 记 pn = Meany). B 
fziz=12 ,是 Xi 中 的 一 可 数 稠密 子 集 .， 则 


|) Bles, =) =X, Ve > 1, 
i=1 k 


其 中 Blz,7) 是 以 zz ABG, r ARRA ER 
& Tan = H < 2k k> 1 为 整数 ， 则 存在 有 限 覆 盖 


milk) 
l.. 
Torn T U B(zi, 7)SA(k). 
根据 LDP, 有 


A) < — mf F< —-— inf < —2kL. 
p(A(h)*) S- int F< — inf < 


(Deer Je 
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en EE a 


MEEN = N(k), 使 对 任意 n> N, 


Hn(A(k)°) < exp( 一 ta) 


Mik) ] 
B(k) = YY Blea), 
1 二 1 


其 中 Mk) > mik) 满足 


全 有 界 且 闭 ， 因 而 紧 . Yn > 1, RNA 


by, (KS) < S| itn(B(k)*) < exp(—L/e(n)) 
由 此 证 得 指数 胎 紧 性 ， 
下 面 介 绍 指数 胎 紧 性 的 一 个 有 效 的 充分 条 件 . 
命题 3.7 假设 存在 更 : X 一 [0,+~0] FR, HA 


| Fo)sImsupelog f e®/ "dje < +00, 
Ei) X 


WY (#e,€ — 0) 是 指数 胎 紧 的 ， 


1 — exp(—L/e(n)) 
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证 明 YE > 0, @AK+L=(@< L], ERR. 注意 和 天 


ne(KE) Se tf  eðfedp 
[eb > L] 


<e f es/ dis, 
A 
因此 有 
lim sup € log pel KE) < —L + P(S), 
e— 0 


BO (3.26) 成 立 . 
J 题 


习题 3.8 设 蕊 是 波兰 空间 . 称 je SAT po, HVS € CelX)， 


lim f fd. = f fdpe. 
es fy x 


证 明 如 下 事实 等 价 ， 
Gi) He SRF Ho; 
(ii) 对 任意 开 集 Clim inf. H(G) > po(G); 
(iii) WHER AI Flim sup,_o te (F) < ulf) 
üv) Vi: X 一 四 连续 并 满足 一 致 可 积 性 : 


lim sup. | Fidu: = 9, 
M-o ¢>0 Jif >M] 


ftim f fim: 


习题 3.9 设 M) 是 波兰 空间 X 上 的 概率 测度 全 体 ， 赋 
FARAH 回忆 著名 的 Prokohov 定理 ， B c MAX) tH 
对 紧 的 ， 当 且 仅 当 PDRE, B vs > 0, FARR KOC OX, 使 得 
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-HH r ae 


wn ARTA T H 


supueB UK) < 5. 证明 BURR, SARA AIR * A, Bp 
V6 > 0, FERR K, 使 得 对 任何 开 集 GD K, 有 supyepB HG) < 


习题 3.10 在 Gibbs 原理 (定理 2.5) H, R X 是 波兰 空间 . 
证 明 {uF e +0} 是 列 相 对 紧 的 ， 且 其 任 一 极限 点 v 都 满足 


zx[ 瑟 一 中 =1 


习题 3.11 设 久 是 局 部 紧 空 间 ，A 一 BX). 证 明 指数 胎 紧 性 
等 价 于 指数 胎 肾 ”性 . 

习题 3.12 设 ( 贱 :ce>0jie 丰 是 一 族 碟 上 的 概率 测度 ， 其 
中 {了 ,了 ,a] 是 测度 空间 . HAEA FM 


INCA) = lim sup e log ess.supjcy jt? (A), {3.4a) 
(A) = ess.inf,<y lim inf e log /i(A), (3.4b) 
ui{A) = lim sup e log ess.supjcgj2? (A), (3.4c) 
uh (A) = ess.supjesz limsup e log yx? (A). | {3.4d) 


(注意 在 (3.4b) 中 


lim inf celog H(A) = lim ess.inf.s¢ log p? (A), 


Ef e=en) 90 时 与 通常 定义 同 ， 同 样 理解 (3.4d).) 

在 天 篇 差 的 各 种 定义 中 { 见 定义 1.3 F 1.4) HRC) uh) fÈ 
Hha, 我 们 就 得 到 所 谓 的 本 性 一 致 [LLDw*-ULD,ULD,LDP) 
ae Pea, E BO R uk) RBI) Rul), 就 得 到 AEA 
45(LLD,w*-ULD,ULD,LDP) 等 等 . 

(a) 证明 命 题 1.6 和 收缩 原理 对 本 性 一 致 或 本 性 点 态 大 侦 差 成 


< 


PB)Y _.. sup ess, SUP cy | Die j 
(es = ( inf ) clog ( ess.infjcs / Jx e due, (3-5) 
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PAW se SOS ASE HIS BH PL(G), PACS). 证明， 车 本 性 一 致 《相应 
jh, APES ALDP 成 立 ， 则 对 满足 3 > 0 使 得 


Pi (1 十 个 再) < +00 


(相应 地 ， Pel + jE) < +00) {3.6) 
的 连续 A- 可 测 理 : X —> [一 co, +20], 有 
Palt) = P5 (8) =sup(@—I | & AT < +00) 87 


(相应 地 , PP(D) = PP ()=sup(@—I | BAT < +00)). 


(c) FS 4A rE ARE — S (UR AS) 指数 胎 紧 * 性 . 证 明 在 本 性 一 
致 (RRA AS)w*-LDP 成 立 的 情况 下 ， 相 应 的 本 性 一 致 (点 态 ]LDP 
=e St FACE — Be ORAS) 指数 胎 紧 * 性 . 

(中 证 明 相 应 的 Gibbs 原理 . 

注 Lynch-Sethuraman 定理 (定理 3.6) 中 的 必要 性 部 分 对 本 性 
— Sl (或 点 态 ]LDP 不 成 立 ， 这 荐 高 付 清 教 授 通 过 反例 指出 的 ， 所 
志 指 数 胎 紧 * 性 的 应 用 更 广泛 ， 


$4. 比较 方法 


比较 方法 作为 收缩 原理 的 推广 ,是 一 种 应 用 极 广泛 的 技巧 . 
在 这 节 我 们 介绍 它 的 一 种 基本 形式 . 

命题 4.1 设 (uae > 0) 是 (X,.A) 上 的 一 族 概率 测度 ， 了 
X — 10,+o0] 下 紧 ， 设 (于 p) 是 度量 空间 ， 8 是 Y 中 一 个 包含 
所 有 

Bly, tr) = {fy EY: ply’, y) <r} 

No kk. RA: XY 是 ADB 可 测 的 . 假设 存在 一 询 革 到 YY 
的 连续 TARR ST Cf), 使 得 ve 三 pe(f& -) Be OMY EW 
Ae ER pe A 


I (ys inf{I{x)}2 eX : fa{x) = y} 
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ee vir ee | "EE H bh + 


的 LDP. 者 下 述 二 条 件 成 立 
sup p(fna,f) > 0 (n — +œ), YL >0, . (4.1} 
[rg 


lim limsup e€ log fe (olfa f) > 6) = 一 co，w > 0, 
N40 ed 


| (4.2) 
则 (m= nije he> 0 EY 上 满足 速率 函数 为 
I (y)=inf (fo re X : f(z) = 


的 LDP. 

WERB 1) 7) 的 下 紧 性 ， 由 条 件 (41) > 0, f: [< 一 *Y 
E. At, RE mE 1.2, AU < E= [Ty < HARR. 

2) LLD. 对 任意 给 定 开 集 Ge 8, 设 weXX, 使 I(x) < +oo E 
y = f(z) € G, WER 


B{y,8) C Bly, 26) C G. 
tn ERA, REF (4.1) AE 
sE [fn € Bly, ed) C [F E GU [elfa f) > 4). 
因此 ， | 
—I(x) < lim inf elog pe{ fn € Bly, 6)) 


=I (fn € B(y,8)) 
<1(f € G) V olfa, F) > 6). 


4> n> +o., BAF (4.2) 得 
if € G) = liminf e log pelf € G) 2 -Te). 
由 于 zeEf<+H+eonFeG) 是 任意 的 ， 故 得 
lI(f EG)> -inf I. 
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3) w*-ULD. 对 yeEy,wr>0 有 
[F € Bly, r)] c [fn E€ BY, 2r)] U (ofa, f) > r} 
因此 | 
u(f € Bly,r)) < ulfn € Bly, 2r)) V ulel fas F} > 7) 
< i- inf{1" (y) | x’ € Bly, 2r} V utplfn, f) > r). 
Är n + +co, 记 
lim sup ant, I = b(r), 


由 条 件 (4.2) F ulf E Bly,r)) < —6(3r). 为 证 w*-ULD, ARE f 
1.6, 剩 下 只 要 证 明 


L=lim sup b(r) > I (y). 
六 一 站 


B L= +o, 则 上 式 显然 . FRE <+o. 对 5> 0, 对 充分 小 7, 有 

£46 > b(2r) = limsupinf{i(x) | falx) E Bly, 2r), ie) < b+ 8} 
>inf{Z(x) | fiz) € Biy, r), T(r) < L+R PF (4.1)) 
> inf{ F(z) | fæ) € Bly,r)} = ant i. 


令 r 一 0, 由 Tf 的 下 半 连 续 性 ， 我们 就 得 到 欲 证 结论 . 
4) ULD. 只 需 证 指数 胎 紧 * 性 . YL >0, 记 Kr = (I < Qh), 
WK, 紧 . Vvé> oO, id 


N(K1,8) = {y € Y ply Ke} < 6}. 
则 有 . | 
lim supe log». (N( Kz, 6)°) 
= Tim sup € log He(p(f, Kr) > 6} 
< lim sup e log pe (lolfa: f) > 6/2] U [ol fn, Ke) > 6/2) 
< ulle(fn, f) > 6/2)} v ( - inf {T(x) | o( faz), Kx) > 6/2}). 
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upa. p ee et 


Fn +o, 间 时 广 意 到 条 件 4D 蕴含 ， 对 足够 大 和 的， 
lf < Lyn jela, Kz) > 6/2) = 8, 
我 们 就 得 到 
lim sup € log v (N( Kr, 6)°} < ~ tim sup{Z(2) | e(fn{z), Kr) > 6/2}, 


< —L. 


= 


HARR * 性 得 证 . i 
命题 4.2 设 (uae 一 0) EX EMER RR I HK LDP, 
(Y p, B) 如 命题 4.1. RE fe: X — Y WA (e> 0), $ 


Vel) = pelfe E€), € > 6. 


(xe FFE — FE ERT {7 (2) = flex) : [0,to00)xK 下} 
满足 


f"(O,2) — F0,z] 在 zx E [f < LIE —RVE > OG), (41) 
lim lim sup elog ye (e(f2, fe) > 5) = -00, VE > 0, (4.27 
ASH eù 


则 (zee 一 人 在 7 上 满足 速率 函数 为 
J(y) = inf {T(2) | «eX : I(x) < +coffi f (0,2) = y} (4.3) 


的 LDP. 
证 明 仅 需 证 对 任 一 子 列 (e(k) -+ 0), {rerh k 3 co} 满足 LDP. 
因此 不 妨 设 (e= e(k),& > 1) 是 可 数列 . 
考虑 乘积 空间 X = {0,e(k);k 之 1} x 六 (作为 Rt x X 的 拓扑 
子 空间 ) 及 


Peik) (dt, dz) = feo (at) tex (dz), k> 1 
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容易 验证 (ec, €(k) 全 外 在 误 上 满足 速率 函数 为 


T 
+00, T 


的 LDP. 考虑 映射 
fa: KY, fht, z) = f(t). 


SMF: ¥ YTF: 


fele), At > D, 
f(t,z) =< (0,2), At = 0Hzr € ff < +o], 
YO, 4st >= H(z) = +00, 


其 中 yo eY 是 某 一 事先 间 定 点 ， 因 {0 e(k) k > 1} WR, babe 
SETA, Af, 是 连续 的 .将 命题 4.1 应 用 于 Few. ff) 并 
注意 到 条 件 (4.1),(4.2)' 分 别 成 为 (4.1) 和 (4.2), ER an (f € 
J,e(n) 一 自在 世上 满足 速率 函数 为 | 


ry) = int {Ft, 2) | T(t, x) < +00, f(t,2) = y} 
= inf{I {x} | I(x) < +00, f(0,2) = y} = Jly) 


的 LDP. 而 
lier (tf € Y= Hek Cetio © +) = railh 


命题 得 证 . E 
注意 在 此 命题 中 fj(0,z) RH 1 < tool 上 有 和 定义， 这 在 用 比 
较 方 法 证 明 Ventcel-Freidlin 定理 中 是 有 用 的 . 


习 题 


习题 4.3 设 (yc,e 汪 中 在 了 上 满足 大 偏差 原理 ，Y 是 另 一 
正则 拓扑 空间 ， 其 上 有 o- 域 8 包含 了 中 任 一 点 y 的 一 个 开 邻 域 


' ORB - 


基 和 一 个 财 邻 域 基 . 假设 fs XY 可 测 (KT A/B), 并 且 存 
fE— Fi) X 中 递增 闭 集 {fr,> 0}, 满足 ， 

(i) f : Fr 一 + 了 连续 ， 

(ii) lim sup,_.y €log je( Ff) < —L, 
M {ve 三 pgelf €-),¢ 70) 在 Y EWER A I; 的 LDP. 

习题 4.4(Schilder 定理 , 续 习 题 2.6) 设 (Wr)ielo] 是 从 0 点 出 
发 取 值 于 IRS 的 Brown 运动 . 对 we Collo, 1], RI) + falw) 为 连 
接 { (2,0). = 0,1,2, 27) } 的 折线 . 定义 Kw) 如 (0.14). 

(a) 利用 习题 2.6, 说 明 下 (Vefn(W) € -) 在 c(l, 1], Rô) L% 
EPERERA P(w) iwt{Ih fati) = w} 的 LDP. 

(b) 证 明 supyepr<zj llfnlw) — wil +0, VE > 0. 

(c) 证 明 Vé > 9, 


lim lim supe log Piye fa (W) — WI > & = —o0. 
n-o gg 


fem: 利用 Lévy 等 式 ， 对 一 维 标准 Brown 运动 (B), 


P{ sup B; > 2) = 2 (Br > r} 
ct < 了 


(d) 由 命题 4.1 导出 Schilder 定理 ; 天 (YeW e ) FECo((0, 1], R$ 
土 满足 速率 硒 数 为 了 的 LDP. 
习题 4.5( 续 上 题 ) HV e CR$) 且 |V(z)| < Ca + |2|*), 其 
HC>00<a<2. FERADH 
u it, 2) 
at 


已 知 其 解 由 如 下 Feynman—Kac 公式 给 出 


一 7 Au’ 十 TY eu u“ (0,2) = 1. 


t 
wlt, Tt) = E” xp f Ve + +/eW, lds. 
5 € 


(a) WEBA (0.15) 和 (0.16) 成 立 . 
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(b) 考虑 规 一 化 测度 


exp+ h VIw ~eW,)ds 
ue{l, x) H 





He (dw) = 


证 明 (pY, — 0) Æ C([0,1, R°) 上 满足 LDP, 并 找 出 其 建 率 函 数 
rv. | 
(c} HERA £ e [J = 0] 4AM é Æ Newton WE (0.16) 的 


解 . 
(d) 推出 jx BT Dirac 测度 be. 


$5. FAS EARE AR REH FY LDP 
ACR = fa) (EAB Oo EY EE], FER EP FA ER 
Bria] SOA. ACT ite eR Zs Te] FAA ee FY 


5.1 3e#A S ie] La LDP 


i T RIJE, (Aher 是 一 族 正则 Hausdorff 拓扑 空 
H, A 是 X; 中 的 一 个 e- RM, CHAT X 的 任 一 点 的 一 个 开 邻 
域 基 和 一 个 闭 邻 域 基 ， 考 虑 乘积 拓扑 空间 


X = | | 站 =fz = (zi)ier | rs € Xi, Vi € T} 
4eTF 


IJ CT, eRe Bat 


P; : X — [[ X=X, t= (caierr (eater. 
Jef . 


B J = {i}, WHH p: = p 在 世上 赋予 乘积 o- 域 


A= [| Ai = o(p: X — (XA) li €T). 


ier 
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2. —-—rmr 


容易 看 出 天 仍 是 正则 空间 ，.A 包 售 居中 任 一 点 z 的 一 个 开 邻 域 
和 一 个 闭 邻 域 基 . 
下 一 命题 的 证 明 密 给 读者 作为 习题 . 
命题 5.1 (a) P 是 连续 映射 ， 且 将 X ORFEBRE XY 中 的 开 
集 ; 
(b) 车 AEA, 则 存在 WRI CT, 使 得 


Ac Aj+o(p; |i€ J), 


或 等 价 地 ， A=U, apa As 

(c) OT RAR, X: ={0,1}vieT. TAX 中 的 单 点 上 集 不 
Æ A~ BMW (ATLA AZ B(X). 
O- Ë (kee > 0) 是 乘积 空间 (X, A 上 的 一 族 概率 测度 ， 定 区 


wl = jel Py €-) (5.1) 


(BD e? 为 we FE (Xj Ap 上 的 边缘 分 布 )， 
定理 5.2 若 对 任意 有 限 I CT, (pi,e 30) E Xs = [hez x 
上 满足 速率 基数 为 工 的 LLD{ 相 应 地 , w*-ULD;ULD;w*-LDP; LDP), 
则 (te, € > 0) Æ X = [ice Xi 上 满足 速率 医 数 为 
Iz)= sup I°{(P;(2)) (5.2) 
ARSC 
的 LLDGA ERE, = w*-ULD;ULD;*-LDP;LDP). 
WRA 1) LLD. 首先 | 
[P< L] = {x € X | I’ (P(r)) < L} 
= [| PP <E) 
了 有 限 


EHR, Mil eX ERR. Mr eX, > 
A 二 {PF (NDJE, N; 是 Pilz) 的 邻 域 且 Ny € Az}. 
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ap npp A 


A ETE 个 邻 域 基 ， NEN WN = PriN7), 其 中 JcCT 
有 限 ， 


lim inf € log pe(N) = liminf e log uN) 
> -IP (Prfz)] > -I(z). 


由 命题 1.6,(pe,e > 0) FE X EWE LLD. | 
2)w*-ULD. Meee Xvi > 0, RARE J, 使 得 


I? (P3(z)) > a{T (2), 6). 


而 根据 (p7, e + 0) 的 Ww*-ULD, 存在 Ar- 可 测 邻 域 Ny 3 P(e) 使 
得 | 
lim sup € log we (N I(T) < -a{I (a), 8). 


R N = P71(Ny), 它 是 z EX 的 4- 可 测 邻 域 且 
uN) < ~a(I(x), 6). 


个 由 命题 1.6,w*-ULD RY. 

3) ULD.  2),{4.,¢ 30) RE w*-ULD. 根据 定理 3.2, (IE 
IP RATE Sa * 性 

Hs, Bratt CE xX, LEAP RA GB). 而 


T= 站 PIT < D) 
J 有 限 
cE < L]. 
IET 
根据 Tychonov 定理 ， 紧 集 的 乘积 是 紧 集 ， 从 而 H< Ll) R 
下 面 证 明 指数 胎 紧 ”性 . 对 工 <0, 取 Ki = [ker < E X 
任意 A 可 测 开 集 G DK, BK, 的 紧 性 和 有 限 杆 善 定理 ， 不 难 
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Tr ee er ri 





证 明 存在 某 个 有 限 CT, MH < 器 的 开 邻 域 Gi & Ai(i € J), tf 
得 


Py (TI Gi) ca. 
. jel 
因此 ， 
lim sup elog .(G*) < limsupe log > uel GF) 
天 一 省 如 . < 一 个 j&t 


= max lim sup € log pt (GF) < —L, 
EFO eo 


即 tre, 3 0) 是 指数 胎 紧 * 的 ， 

4) w*-LDP m LDP 是 上 述 几 点 的 组 合 . E 

推论 5.3 ZX = 了 yey Xi 的 一 个 拓扑 子 空间 ， je EE 
Mi(Z,ZN A). | 

(a) 若 对 任意 有 限 J (el e 0) EX: 上 满足 速率 函数 为 I? 
的 LLDI( 相 应 地 ， w*t-ULD,w*-LDP}, 则 (jee > 0) Æ Z 上 满足 


RRA GEP T H G5.2) 定义 ) 的 LLD( 相 应 地 ， w*-ULD; 
w*-LDP). 


(b) 著 对 任意 有 限 J(e eo 0) EX; 上 满足 速率 函数 为 I 
的 ULDI( 相 应 地 ， LDP), 且 若 下 述 条 件 之 一 被 满足 : 


Zi X 的 闭 子 集 ， (5.3) 

[F< +oo} c Z(H T Hh (5.2) EX), (5.4) 

则 (pa e> 0) EZ 上 满足 速率 函数 为 f|z 的 ULD (相应 地 ，LDP). 
证 明 它 是 定理 5.2 的 直接 推论 . I 


注 【1) 车 没有 (5.3) aR (5.4), 则 (b) PRA. 更 注意 到 在 LDP 
情形 ( 即 (ye 0) RE LDP 有 限 7), 若 (5.3) 成 立 ， 则 由 速率 
汞 数 唯一 性 知 I{x) = +o, Ys e Ze. BUY (5.3)>(5.4). EPR 
中 将 看 到 条 件 (5.4) 的 本 质 . 

QRIBTAONANTH, HE VARI CTA Eeg 
使 cS. 若 将 定理 5.2 、 推 论 53 的 条 件 换 为 "对 J E 87" 成立 ， 
则 它们 仍 正确 ， 
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推论 5.4 设 pt = Mi(X,, Ax), 而 fre Fe: Fe FA Ml RE 
pe = ||} E M(X, A). (5.5) 
ict 
如 果 Gii e DX, LRERRBRA I 的 LLD [相应 地 ， 
w*-ULD-w*LDP;ULD;LDP}, M (Hee + 0) Æ X EMEA AM 
差 ， 其 速率 函数 为 
x)= 》 Ti(P(r)), Ve £ X. (5.6) 
tet 
uE RA 由 定理 .2, iM FF uk T 为 有 限 情 形 * 所 F={1,2,-:: TH}. 
1) LLD. # x € X, T = (z1; ,wn), WRAR 
[N = Ny xox Ny NPE T; 的 开 可 测 邻 域 ,i 三 Lot n} 


构成 x 的 一 个 邻 域 基 ， 而 且 对 这 样 的 邻 域 N, 有 
N) = lim inf € log Pel Ni xX + x Ny) 
= lim ipf elog | [ se(Ni) 


> 一 $ r(e) = — (x). 


i=1 


由 此 证 得 LELD， 
2) w*-ULD. 3} z = (z1, En) E X, E wi AME N, 使 
; bear. { ~—I*{a;) + 8, ET (e;) < 十 ce， 
lim sup € log 4 (i) < | “1/6, 否则 


i=l n EN =N x x Ny, Er HAR, H 


lim sup € log jel N) = lim sup 5 Elog pi(N;) 
E— 0 让 一 + 站 


t= 
| —Ii{z) + né, #i(z) < +00, 
—1/8 + nô, 若 Ffz) = too. 


根据 命题 1.6,(xe,e 一 人 满足 ULD. 

3) ULD. 由 2), (ue € 4 0) 满足 w*-ULD. 剩 下 指数 胎 紧 “性 的 
证 明 与 定理 4.2 中 的 证 明 完 全 类 伺 . | 

4) w*-LDP 和 LDP 是 上 述 绪论 的 组 合 . a 


5.2 连续 轨道 空间 或 右 连 左 极 轨道 室 间 上 的 大 偏差 


Be { 生 站 一 (ie [07T])e>o 是 一 族 定义 在 (,F,P) 上 取 
值 于 波兰 空间 E 的 随机 过 程 . 目 然 地 可 将 CS 看 成 是 从 (N, FEP) 
到 乘积 空间 LOT) 中 的 可 测 映 射 ， 即 eR BOT) ARLE 
E. 但 飞 积 空间 上 的 拓 名 和 可 测 结 构 者 极 贫 之 ， 恩 此 概率 论 学 者 
主要 研究 放 在 “ 右 和 连续 且 有 左 极 限 ”和 “连续 ”过程 上 . 更 精确 
地 ， 引 入 


C({0, T], E) = {w : [0, T] — E | wi}, (5.7a} 
dr (wy ,W2) = (sup ele (t), we(t)), (5.7b) 


BP pA ET RAER. Sik (C(O, T], E) dr) 是 完备 可 分 的 度量 空 
BL HZB, Ae Borel o- BA o(w(t) tte [0,7)). 4E W 
Mig t —> E(t) 连 续 时 , 就 可 将 C* 看 成 是 取 值 于 (C((0,T], E), 8) 
的 随机 变量 . 

math, SIA “BAR” Pues 


D([0,T], E) = {w: 0, T] — E | vh ÆBLE AAR}, (5.8) 


CRT (57b) 中 的 一 致 度量 dr 是 完备 的 , 但 不 是 条 分 的 . 亿 Ske 
rokhod 度量 为 sr. 熟知 (D0, T], sr) 是 波兰 空间 , BA Borelo- 
eB ASR owt tE (0,7). 

WM 5.5 设 (Eheorie > 0} PELE Q, F, P) LRA 
续 轨 道 的 一 族 随 机 过 程 。 假设 对 任意 有 限 J < 上 下， 边缘 分 布衣 
P(e €) 4e +O E 上 满足 速率 函数 为 工 的 LDP & 
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过 程 分 族 p= Pe e -) Æ (CiD, T], E) dr) 上 是 列 指 数 胎 紧 的 ， 
WY (ue, 40) Æ (C([0, T], E), dr) 上 满足 速率 函数 为 


I(w}= sup I’ (P;(w)), Vw € C({0,T), E) 
了 有限 


的 LDP. 

证 明 不 妨 设 (e = efn),n E IN) BARN. AT HEH, ic 
X = C([0,T], E). CHA EOT 的 子 集 ， 就 继承 了 乘积 拓扑 、 用 
“oa 记 此 拓扑 (EE X ED “SAAR” oth, BHR 
Fh “de” RBA). 

FHI 5.3,(ue,€ > 0) 在 (cp) 上 满足 w*LDP, FKH A 
I. 而 (yest > 0) HE (X dr) LIRR RR. Ae (X,0,) 上 指数 胎 
E. 根据 定理 3.2,(u.,¢ + 0) FE (X,0op) LB LDP. 

Fm FEM “op” SEB) “dr”. WER L > 0, id Kr 是 
(X,dp) 中 的 紧 集 ， 使 得 


a( KẸ) = limsupe log ul KẸ} < L. 
<0 


于 一 事实 是 关键 在 紧 集 Kr 上 “os” 与 一 致 收 敦 拓扑 是 相同 的 ， 
也 就 是 说 恒 等 映 射 Id 是 从 (K + Lop) 到 (下 ,dr) 的 连续 映射 
因此 利用 习题 4.3, (ue, c — 0) 在 (X, dr) 上 满足 LDP. | 

下 面 的 命题 更 加 实用 些 ， 但 其 本 质 仍 是 同样 的 。 ， 

命题 5.6 ((eo7r,€ > 0) 是 定义 在 (Q, F, P) 上 的 一 族 
右 连 左 极 过 程 ， 设 对 JC [0,T] 有 限 ， 边 缘分 布 族 P(E hes E) 
在 EY 上 满足 速率 函数 为 I 的 LDP. 若 对 任意 5 > Ot € [0,7], 

„im lim sup elog P( sup ， plEE ES) > 6} = 一 co， (5.9) 

则 过 程 分 布 族 (ge 三 P(E E) e + 0) Æ (D0, T], £), dr) 上 满足 
HERAA 


Iw) = sup M(ps(w)), we D((0,7),B) 
f JAR 


UAWER, H [了 < +œ] C(O, T]. #). 
证 朋 主要 想法 是 利用 比较 方法 (命题 4.1). 为 此 ， 考 虚 


fa: EM") D0,T, E), 


iow) =w( =), cic PEDT nay 


f: EOT] — pijo, T], £), 

w, #w € D0, T], EY C BBT, 
fiw) = 
Wo, . 否则 ， 


其 中 wo e D([0,T], £E) 是 任意 国定 的 一 点 ， 
1) 验证 [J < +00] c C((0, 7], E) 和 条 件 (4.1). X L> 0 W 
E, W6>0, HA > 0 tE vt € (0,7), 


u{t,h)=limsupelogP( sup plf, ES) > 6) < L. (5.10) 
e—O tat 十 由 
E D f (0,7) PRR Ree RR, M 


A(t, D}={we BON | sup _ plw, we) >ô} 
tcaect+hseb 


是 EIT) 中 的 可 测 开 集 ， 应 用 定理 5.2 的 LLD, 有 
一 inf ca(epji{w) < tim inf £ log IP (€° 二 A(t, D}} < 一 上, 
CMe [P< L) CAG). 从 而 有 
Tsac f] N Ae py 


D py tefa, T] 
C {w € ET | Ys, t = [O, T], |s —t]| < h => plw,, Wa) < é}. 
(5.11) 
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这 表明 了 < 局 等 度 连 续 ， 特 别 地 ， [F< L a ece TI, &). 

Avy, {we | Hw) < L} CC {w | oo < L) 相对 紧 ， 根 据 
Arzela-Ascoli #232, [I < L E C((0,T)), 2) FARR. 而 人 < 总 
在 BOT) pH (ME C([0, 7], E 中 关于 op A), 所 以 它 关 于 更 强 的 
拓扑 dr MRAM. Mit HSL KF dr K. 

条 件 (4.1) 是 公式 (5.11) 的 直接 推论 . 

2) RIRE (4.2). 由 于 


性 一 1] 


(dfn. f)> 6) DIO, TY, EE {wt sup p(w, wa) < 6}, 


k=0 ET ape EELT 


nh 


利用 (5.10) 中 的 记号 得 
lim sup € log pe (dfn F) > < max uf(kT/n,T/n) 
一 是 


Oskon—1 
< sup u(t, T/n). (5.12) 
te[0,7] 
“n> too, 最 后 一 项 趋 于 -oR A F (5.9)), 因而 条 件 (4.2) 
得 证 ， 这 样 就 完成 了 此 登 感 的 证 明 . 时 


5.3 HERRE 间 上 的 大 偏 闫 


设 ( 工 ,和 <) BARS RSPR. RIV < j, 存在 连续 满 射 
py i &y — X: 此 时 ， 可 引入 如 下 的 

定 5.7 (Xi,i ET) 的 投影 极限 空间 是 乘积 空间 flier Xi 的 
子 空 间 ffzi]jicr | Vis j pales) = tih WA Plim(Xi,? € T), 或 者 
plmyer Xi- 

BAR plim(Xi,i € T) Æ [ler Xi HAFEN. 

WM 5.8 (pe > 0) BZ = plim(Xi,i € T) LAF 
ZA 的 一 族 概率 测度 . $ pl = peo {pi = ae E) A 
(wie 一 0 在 Xi 上 满足 速率 函数 为 M 的 LLD( 相 应 地 ， w- 
ULD;w"-LDP;ULD,LDPY, W fnsoe 一 中 在 2 上 满足 速率 函数 为 


F(z) = sup P(p:{z)) (5.13) 
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rT 


Ag Sel SS A ei iT. | 
证 明 对 任意 有 限 了 CI, 取 7 CT 


vje, jsf. 
& JT = JHF) SRB 
f: Xp — Xy, 


ty hs (Pij (Tjd) ;ep 


. 它 是 连续 单 射 旦 (X) 是 闭 集 ， 注 意 到 al = ul of, 易 知 
(uI e> 0) E Xp 上 满足 同类 的 大 偏差 估计 ， 其 速率 函数 为 


- 


I? (z) = I(f-*{x)), Be E 了 (Xjy), 
+00, w i. 
现在 可 应 用 推论 5.3( 及 其 注 ), 得 到 此 命题 结论 . ' 


.67. 


os St A A E. E A a re — S M 


第 二 童 Cramér 方法 


从 Cramér(1938) 关于 独立 随机 变量 和 大 偏差 估计 的 先 旺 工作 
中 ， Gartner(1977) 抽象 出 本 质 内 容 ， 后 经 一 大 批 学 者 的 工作 ， 而 
形成 Cramér 方法 . 它 是 大 偏差 理论 中 最 为 广泛 、 有 力 的 工具 之 
一 ， 有 众多 应 用 ， 本 章 目 的 在 于 整理 总 结 有 关 这 一 方法 直到 近期 
的 工作 . 

本 章 需 要 关于 凸 函 数 的 一 些 基 本 结果 ( 见 附录 ). 建议 读者 先 
阅读 附录 及 其 相关 文献 再 读 此 章 . 


§ 0. 一般 框架 


设 瑟 是 实 局 部 凸 拓扑 向 量 空间 ， 是 其 拓扑 对 偶 空 间 X 的 
fl, WAL Ve E X, 


(izy) = 0, Vy EY) == 2 = 0. 


这 里 ir, y PEASE A yE Y cA 在 z 上 的 作用 . 
wen X BEM. ME XWo 域 为 


A= By(X)=o((,9) lye ¥). 


设 (mae > 0)  (X,A) 上 的 一 族 概 率 测 虚 . 
(KAA §1.2 中 压强 泛 函 的 定义 ， 信 


A(W)= limsupelog f exp{(x,y) /e}dne(a) (0.1) 
e— l} X 


(=P yh vy € Y. 


A(y) > —oo, Vy EY, (0.2) 
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亦 即 A: Y 3 (—co,+oc]. AA A (nee 一 0) 的 Crameér 72 pk. 
引 理 0.1 A(0)=0 且 态 是 YY 上 的 凸 函数 . 
WEAR A(O}=0 RR. ODE A AAS RE, HEA € (0,1). $ Holder 
AEA, Ar Vin. ye CY, 


| 世人 AT Hl Aye) di (x} 
A 


< g) (eo) dpe [ f (et Ny) x] , 
x x 


从 而 
AtAy, + (1 — Ajo) SAM) + (1 ~ ADAG), 
此 即 A 的 上 同性， E 
. Cramér 方法 的 实质 在 于 所 谓 的 Legendre 变换 ; 


Aj-(a} = sup{{(z,y) — Aly) | ye Y}, V2 € X. (0.3) 


i X WAS doth BRB) 为 “s", 用 o( X,Y) Rw X EB 
函数 族 {x — z yly c Y} 生成 的 拓扑 (AER Cyc W 
为 连续 函数 的 最 粗 拓扑 ). 显然 “s” 比 弱 拓 扑 (X, AX) 来 得 强 ， 而 
o(X,X’) Ho (X,Y) RCRA Y CX’). 作为 连续 线性 萎 数 族 的 上 
确 界 ， Ap: X — [0,+oo] 是 凸 的 ， 关 于 oY) PH. 

下 还 命题 说 明了 Ap 在 (ee 一 0) 的 大 偏差 佑 计 中 的 重要 作 
用 . . 
命题 0.2 (ge,e 0) Æ (X,o(K,Y)) 上 满足 速率 函数 为 AL 

的 w*-ULD. 特别 地 ,此 w*-ULD Æ X 上 关于 强 折 扑 “s” 亦 成 立 . 
证 明 第 二 个 结论 是 第 一 个 的 推论 ， 这 是 因为 o( X,Y) 比 “s 
| 8. PRAT o( X,Y) 的 w*-ULD. 
任意 固定 xo € X. 对 任意 56>0, 取 yoEY 使 


A” (zo) — é #A* (x0) < FO, 
ro, Yo} —A 0.4 
(£o, Yo) wad t 25 i (0.4) 
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i 一 


FA A 
N(ao) = {a € X | (x, yo) ~ Alu) > e(A* (z0) 0}, 


其 中 alzo) 6) 是 (0.4) Be. W Niro) Æ ro KF (X,Y) 的 
一 个 开 邻 域 且 cA 由 于 


je (Nz0)) =/ ex (x, Yo} yo) T ON 09) ae (a) 


—A(yo) — a{A")zq), 8) 


< exp  exp((t,v0)/e)due(ar 
因此 
HA{N (z0)) = lim sup e log pel N(x0)) 
< —A(Yo) 一 民生 (z0), é) + Alyo) 
L —a(A*(29), 8). 
HE 1.1.7, 即 得 w*-ULD. B 


所 以 , 关于 Cramér 方法 剩 于 要 考虑 的 主要 问题 在 于 怎样 得 到 
相应 的 ULD 和 LLD. 我 们 将 分 三 种 情形 来 讨论 : 

IX 为 有 限 维 情形 ( 即 经 典 情形 ); 

I. X AAA, (ART ST OXY) 情形 ; 

WI. X 为 无 限 维 。 关 于 自身 拓扑 “s” 情 形 . 
我 们 将 看 到 情形 II 的 Cramer 方法 尚 没 有 一 一 般 的 理论 结果 ， 有 竹 
读者 去 开垦 . 


$1. 有 限 维 情形 
Kw dmx = d 有限， 此 时 必然 有 dimY =d. 因此 不 妨 


设 
X=Y = RR, 
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H (zy) Æ R 总 的 欧 氏 内 积 ， 简 记 A*s) = 4d(z)， 此 时 “8"” = 
a{ X.Y’). 


1.1 大 偏差 上 界 【UED) 


Mm 1.1 下 述 性 质 等 价 

(a) (4,640) EX = Ro 上 满足 速率 含 数 为 A* 的 ULD; 
(b} Yz e .¥,56 > 0, 4 Alda) < +00; 

(c) 36 > 0, 使 | 


P(6ilz|}= lim sup clog f efllell/*di (2) < +00, 
一 + 办 X 


FEE jel] = [ei] +- [zel 
WEAR (b)=(c). id (eei a Æ X = Ri 的 标准 正 交 基 ， 将 
性 质 (b) 应 用 于 r= te, 于 是 35 > 0, 使 


A(tée,;) < +00, Wi=1,2,---,d. 





d 
log f exp Mel a (2) = log f exp Z 2 ei +a; )dpe(x) 
< 1 (log Í eft /*dite + log | ef=: l dite) 
— 2d 4 X a 
<i 3 (log 上 efn Edje 十 iog f ew riled), 
— Jd =] X X 


这 里 第 一 个 不 等 式 是 基于 Jensen 不 等 式 (见习 题 1.13). 所 以 


1 
Piglie) < ag 2 (A{be:) + 上 (一 5ei) < 00, 


Bl (cy E. 


mee ee 


(c)=>(a). 据 凸 分 析 中 的 Moreau 定理 ( 见 附 录 (A.9)),(b) > At 
BOP RCE. 据 定 理工 3.2, 仅 需 证 指数 胎 紧 性 , FR 6 >ot Plélel) < 
+o, WH £ > GO, HK 


Ky = {2 Re : el < ZIE + Plath]. 


简 记 CCL, 6) = AL + (6llzi)), WA 


w(K) = limsup log se( KE} 
e+) 


„p Sle CL 6) 


< fim supelog f e dyt.(x} 
+0 X 


= —C{L, 8) + P(é\\z{]} = —L. 
指数 胎 紧 性 得 证 . 


(a)=>(b): 首先 (a) 中 的 ULD 推出 [A* = 0) 非 空 { 见 习题 1.13)， 
Mit A Sf Legendre 变换 


A** {y} = sup{(2,y) — A*(a) [x € X} -© (L1) 


满足 . 
A**(Q} = 0. 


F BY aE BA aT. 据 附 录 中 的 Fenchel-Legendre 定理 {A.8),A** . 


Fé Ta A 的 下 半 连 续 收 正 AT. 进一步 据 Moreau 定理 (A9), 
AT = A"* 在 0 点 连续 ， 即 存在 球 Bfo,r} 使 BOr) C [AT < 
+coj 内 集 }. 而 据 附 录 命 题 (A.4), DomAS{x € X | A(z} < +00} 
的 相对 内 点 集 ri(DomA) 满足 


ri(DomA) = ri(DomAl) = [AT < +o0]° > B(O,r), 


El (b) AR. t 
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1.2. AMZ PF 
此 小 节 恒 设 极限 
| AW) = lim e log f eiT edpe(z) E (一 co, 十 oo] (1.2) 
存在 是 满足 (DomA)? = [A < +00]? 非 空 ( 即 命题 1.1.(b) RI). 记 
CA) 为 凸 函数 A 的 严格 凸 点 集 ， 其 定义 为 
To € C(A") 4 Jyo € (DomA)° 使 Yr € X, a + zo, 
有 A"{z) > A” (æ) + {£ — £o, Yo). 
它 可 以 通过 的 微分 性 质 来 刻画 : 


Dom(VA) = {y € (DomA)*| AŒ y ATMA), 
Ran(VA) = {梯度 VA | y € Dom(VA)}. 


(1.3) 


则 C,(A*) = Ran{ YA). 
下 面 是 关键 的 
引 理 1.2 Hao E CA") 则 对 任意 开 集 G 3 zo, 有 

i(G)= lim int elogu.(G) > —A (xo), (1.4a) 

ell HG, | . ak 
. KG) 2 - anta l (1.4b) 
证 明 主要 想法 在 于 考虑 


_ fa oor?! edpelT) 
a ty elvaz edu. (x) ’ 


其 中 yo E (DomA)? 是 由 (1.3) 决定 的 某 个 点 . 概率 测度 族 (ve > 
0) 的 Cramér 2% pa A ' 


vel A) (1.5) 


Ay = lim clog f est edule) 
一 上 心 X 
= A(y+ yo) — Alye). 
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H Legendre FHA 


A* = sup ((2,4) — Ay) |y € ¥) 
= Afp) 一 (x, yo} + A*(2). 


Fl yo € (DomA)?,A,, Ato 1.1 中 的 性 质 (b), 因此 对 所 有 zo 
的 开 邻 城 A (He a RA 1.1.(a))， 


Ta e) < inf At (z) . 
lime log PNS < nt. At (E) (1.6) 
又 因为 对 z # zo, 


下 > Alyo) 一 (2, yo) + A* {£0} + (Œ — z0, Y0) 
= A{yp) + A" (zo) — (20, y0; 2 Ü 


(EXE, <0, 留 给 读者 验证 ) RBM Ax 在 闭 集 We 上 达到 
下 确 界 ， 所 以 (1.6) 的 右 端 严格 小 于 零 ， 由 此 推出 


ve(N°) 4 Ole ”0)，vzo 的 开 部 域 W. 
对 任意 5 > 0, 我 选取 ro 的 开 邻 域 NCG 满足 


(£o, yo? < (xa, yo) + 6, Ware N, 
就 有 
= f elewdlegy, ewo/egy (a 
pe(G) > mel) = f ereapele) f eau. (2 
> f elon) du (zj e-(fzoao)+5[ez (N), 
x 
利用 已 证 关键 事实 xf) 一 1 得 
KG} > Alyo) — (20, yo} — ê > —A*(eq} — 6. 
因 6.463%, (14a) 得 证 . 最后， (1.4b) 是 (1.4a) HOR AIG. 


到 





oC 


现在 仅 需 假定 适当 条 件 使 
infencs(acyA” = infcA"*, Ye 天 


成 立 ， 即 得 到 所 需 的 LLD. 这 正 是 下 述 条 件 (1.7) 的 本 质 . 
定理 1.3 若 A* 满足 


Ye € DomA*, I(an) C C(A") #2, > 2H liminf A*(x,) < A*(z), 
. (1.7) 
则 (pe,e 4 0) Æ X =R | ee aH A* 的 LDP. 
HERR 它 是 命题 1.1 种 引 理 1.2 的 直接 推论 . i 
“FP a we Sa re (1.7) 化 为 天 于 和 的 条 件 . BIZ AE yo E 
(DomA)° Gateaux- 可 导 ， 是 指 Vy c Y, 


— 
— 


d 
了 (ya + ey) l 存在 . 


在 有 限 维 情形 ， 它 与 A 在 yo 点 的 可 微分 性 是 等 价 的 . 
RIAR A : IR® 一 3 (一 oo, +00] AHEM, 若 
(i) (Doma). JE; 
(ii) A Æ Dom) 上 Gateaux- 可 导 ， 
(iii) 当 ya E€ (DomA)° GF DomA 前 边界 时 ， [VAn] 一 


因 全 空间 R 没有 边界 点 ， 所 以 一 个 在 R 上 取 有 限 值 的 
Gateaux- 可 导 凸 图 数 永 还 是 本 性 失 滑 的 . 
本 性 光滑 性 的 一 个 重要 推论 是 ( 见 下], p.224-225): 


ri{DomA*} C C,(A*) = RanVY CDomA . (1.8) 


+ 


而 对 任意 ze DomA*, 20 € ri(DomA*), 有 
Ty=To + A(z) — Fo) € ri(DomA"), YA € (0,1), 


lim A (TA) = lim A*(xp + Atay 一 zol} < A*(zy) 
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i 单 变 量 上 是 聘 数 的 莘 单 性 质 }. 所 以 (1.8) be (1-7) 3. 

综 上 所 述 我 们 证 明了 

定理 1.4 ZEISS WHE (1.2) F, 4 Cramér A TE Y = 
R? 上 本 性 光滑 , 或 更 特别 地 在 全 空间 RS 上 Gateau- 可 导 时 ， 
(ese = 0) Æ R? 上 满足 速率 函数 为 A* 的 LDP. 

13 APRA 

在 此 小 节 中 设 (ior 是 定义 在 概率 空间 (0,7,P) 上 的 一 串 
独立 同 分布 随 机 变量 . 记 


= L(g ) CANE BY 53 ti Be AE), 


Sn 一》 &. 


i=] 
1.3A ARB 
定理 1.5 (经典 Cramér 定理 ， 见 [Crh RE 


VA > 0, etl < +60, (1.9) 
定义 
Aly) = log | eSt dale), Vy € RÝ, (1.10a) 
Bui 
A(x) = sup( (2, y) — A(y) | y € R°). (1.10b) 


则 (到 (Sm € -Jn > 00) Æ R’ Ee BA AX. ERA 
€= 1/n 的 LDP. 


WERA 对 c= efn) = Tn, 定义 


pe(n) = IP(S,/n © +}, 
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‘EB SP BY Ciameér 活 了 因为 


lim — L log In eE ein) (x) 


hoa ti 
= dm ~ log E exp{(5,, /n, yin) 
_ 1l tt mm 
= lim 二 log (e+ *#?) 
一 log 一 = Aly). 


在 条 件 (1-9) F, PT A FEA i E TE A A(y) 在 全 空间 IR? 上 
Gateaux A], H 





EE etfs wv} 
VA(y) ~ it “yp” 
根据 定理 1.4, BR RUE AY LDP. a 
注 1.6 上 而 的 定理 如 假设 35>>0 使 | 
Eesltil < 400 (1.11) 


仍 成 立 ， 事实 上 ， Bahadur 和 Zabell(1979) 证 明了 {P(S p/n € 
Jn 一 十 oo} 在 Rt 上 惜 满足 速率 匡 数 为 A* 的 w-LDP(<> w*- 
LDP, Al R’ RRE) 而 条 件 (111) 保证 了 LUD( 据 命题 1.1)， 参 
着 第 三 章 . 


13B hms 
i Ain) >0 是 一 单调 上 升序 列 ， 满 足 
An) + +00, An) yn > O. 


4 e= eln) = sah, N 





Bela) PG S ) p= BS 


就 变 成 了 引 论 中 的 所 谓 中 偏差 司 计 . 


+ 2TT 


SS ee 


以 下 假设 (1.9)-(e(nyv > +00) 的 Cramér 3 X 


P(y)= lim e(n) log I. ote {r} 
Tl Et 





log Æ exp eC Mn yr (n)! 


1 ? 
í ena) (n ))] 


下 FG 
一 Jira xt Xn) E mee ae 


= jim ar a(t my) - no. | 





其 中 
Aly) = log Eet”) 


(如 (i.10a)). + 
F(t) = ACty). 
根据 控制 收敛 定理 有 ， 对 it 充分 小 ， 


Ett ! ye ty) i _ 
“EE exp(f,, ty) ' f (0) — (PY), 


7 Eil yy entu — (Bt, Verty)) 
Flt} = ae 

UE exp(é1, ty)) 
f°(0) = 5 EE ~ p, y) = {y, oy), 


f(t) = 


; 


其 中 
=> (Fis |d xd oi 一 E(t — P ijg? — p’) 


是 协 方差 阵 ， 因 此 ， 据 Taylor 公式 ， 





Pq) = lim ys (SP) - 10) 
5f"(0) = L(y, oy). (1.12) 
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H Legendre 变换 为 


 {x)=sup({z, y} — 了 (gg |y € R$) 
-| iix, otg) 车 x e Ran(c)， (1.13) 
+00, FM, 
HH ots 是 {ye R | oy = zx] 中 长 度 最 短 的 向 量 . 这 样 我 们 就 
得 到 了 
命题 1.7 在 (1.11) REE, 





-Jy no co 


P (Fate) © 
在 R 上 满足 速率 函数 为 由 (1.13) 定义 的 e) 速度 为 ay 的 
LDP. 
习 题 


习题 1.8 i Aalt) = log /afdz), At Æ Aa 的 Legendre 变 
措 ， 在 下 述 各 种 情形 计算 An AZ. 
a) æ = Aba 十 (1 一 入 ,其 中 之 4, 和 A€ (0,1). 


[iieyaa log -一 一 一 一 oe , 2 € [a, 4), 
At (x)= <4 b-a (l—A)\(G—a) b~a "A-a 
+00, A. 

by a = Nim, PBA m e R, FAH a > 0). 

aldzr) = Leoxe TER A 的 指数 分 布 )， 

d) afdz) = Epen e 47 oe BEA A > 0 的 Poisson 分 布 ) 

习题 1,9 考虑 指数 分 布 族 ja(dx) = lfo+eo)Xe "de, dr > 0. 

a) 利用 第 一 章 习 题 1.11 直接 说 明 (ya, 和 一 +00) ER ERE 
速度 为 i ERARA 


| T, He > 0, 
I(x) = 
+00, H< 
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的 LDP. 
b) 计算 Cramér J% W. 
c) 证 明 A*(z) = I(x). 说 明定 理 1.3 HRH (1.7) 不 成 立 , 
习题 1.10 R (> 0) 是 定义 在 概率 空间 (0,7,P) 上 的 一 
族 Poisson A MILER, WE 
At 


P({ = k) =e, YKE N. 


证 明 (pa = IP(E,/A €-),A-+ +00) 在 下 上 满足 速度 为 和 A! 的 大 
侦 差 原理 ， 找 出 其 速率 函数 ， 
习题 1.11 设 人 Gil 是 (2,7, P 上 的 一 列 实 值 ii.dr.v.， 4 
布 为 o, BWE Elfi < +00. 证明 
a) A3) = 0, RP p= BE. 
b) PS > 2) <e7 nits), Yr > p: P( Fa <x) serat) Ya <p, 
c) 对 FR PAY ASS Flim supna 1 tog P(= € F) < —infp Až. 
d) Æ A (æ) < +, Yz € R WM lim),) 4.0 Aale) lel = +00. 
习题 1.12 在 命题 1.1 等 价 性 质 成 立 的 情形 下 ， 证 明 
a) [A" = 0] = 8A(0)( 即 A 在 0 点 的 次 数 分 集 ， 兄 附录 ) 
b AAO AWS, ERX p= VAO) 的 任意 开 邻 域 NN, 有 


u{ N°) = im sup clog 4.(N*°) < 0, (1.14) 
eI 


BP te 以 指数 速率 趋 于 $- 

c)* 再 假定 (12). 证 明 b) fw, BN As DORR RAR T 
p WA HO RASH p= VAO) 

习题 1.13 【于 述 小 题 是 独立 的 ) 

a) 验证 (1.13). 

b) # Az € [0,1] $ Pià = 1.6.2 = l, n) 是 (大 到) 
上 的 实 值 随 机 变量 ， 证 明 


log IE exp 5 Aiki E S nd exp €;. (1.15) 


i=] i=İ 





[| hir a ' LE -ah 


c) HEROS, P) 上 的 实 值 随机 变量 ， 记 
L(t) = Ee" € (0, +00]. 


利用 控制 收敛 定理 证 明 ; Yt€ [L < +°, 
cij Ejiet < +00, Yne IN; 
cii) L(t) Æ [L < +o) EAR KRA, H 
Z Lit) = Bee, Vie [L < +00)"; 
ciii) L(t) 在 [L < +00]? 上 实 解 析 . 
习题 1.14 Hano 是 R* 上 概率 测度 ， an BMT a. 很 
€E , 
sup A,(y) = sup log | e* 9) da, Yy c RË. 
n> nod mR 


a) 证 明 An(y) > Aaly). 

b) HW, den PL an 为 共同 分 布 的 独立 随机 变量 之 和 ， 证 
明 P(E e) ÆR 上 满足 速率 酒 数 为 A% 的 LDP. 

习题 1.15* (Cramér 定理 的 不 变形 式 ) 设 (Erho Æ (0, F, IP) 
上 的 一 串 独 立 同 分 布 (分 布 为 a) 的 随机 变量 (满足 (1.9)). 令 


[ni] 


Xn(t) = >So (DERRER), E 0,1), 
k=] 


ERAT (0, 1], R°) 中 的 随机 变量 . 
a) HA={O=t) <t) <ta < e < ty = 1} 是 [0,1] 的 一 个 分 
制 . | 
证 明 IP(X,(A) 一 (Xaitojh :Xn{tm}) E -) 在 (RI™+1 Li 
TERRAS A 


tH 1 本 i Ty —Ty 
Dio (tins — ARGS), vo = 9, 


十 De， fq Æ 0 


I (x9, #1, °°: | 
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一 


WA IR 2 et BE. 
b) Yw € (0, i], R*), & w(A)=(wlto), wlti), w{tm))- 证 明 
I(w)= sup{I (w(A)) | AÆ[0, 1] 89 4#} 
[ENUO aa 
+00, 否则 ， 
c) HEBR Yt € (0,1) 国定 ， 


1 
lim limsup—log P! sup ||Xn{s}— X,(£)|| > 6) = —oo. 
k04+ soo TE i<a<ti-aA 


d) 利用 第 一 章 命题 5.6 证 明 PX, E) 在 (D((0, 1, R LX 
于 一 致 收 敏 拓扑 满足 速度 为 +, 速度 函数 工 由 b) 给 出 的 大 偏差 原 
H. 

J 1.16*( 中 偏差 的 不 变形 式 ) 如 上 习题 ， 但 考虑 


_ Dé p) _ 
Ya (t) 一 adn)’ te [9, 1}, p= Æg. 


BER OID M g NE > 可 逆 . 
a) 对 [0,1] MAB A = (0 = to < ty < + < te = 1}, E 
P(Y,(A) € -) E (RSH 上 满足 速率 函数 为 


1 一 itii _ 
ina (feta 一 GX FRB ZEE)), to =0, 


+o, Tp 天 0 


meo sem) = 
的 LDP( 速 度 为 /An 
b) TEAR: Yw e D((0, 1), R}, 
roye SIA w) | Ao, 1A SAH} 
_ DROG oToHd, HAE, 
+0, 否则 . 
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| c) 验证 第 一 章 命题 5.6 的 条 件 (5.9), 并 且 证 明 P(Y, € -) 在 
ID([0, 1], R) 上 关于 一 致 收 伍 拓 扑 满 足 速率 函数 为 b) 中 给 出 的 
LDP, WE% 1/A*{(n). 
习题 1.17( 对 本 性 一 致 或 点 态 大 偏差 的 推广 ) 设 (a) 是 测 
BSH, (pi,e > 0,7 EJ) RR 上 的 一 族 概 率 测度 . 定义 本 性 一 
Bt {点 态 }Cramér 72 


Aa (y) = lim sup e log ess.supjecy f eSt duile), (1.16a) 
e—( A 

A? (y) = ess.supjez lim sup elog f eth /edud (zr), (1.16b) 
下 一 一 站 x 


假设 它们 > -œ 下 面 的 术语 参见 第 一 章 习 题 3.12. 

a) 证 明 (pie 一 0 在 页 "上 人 恒 满 足 速 率 函 数 为 AOAN 
地 ， (A?)") 的 本 质 一 致 (相应 好， 点 态 ]ULD. 

b) 证 明 (a) 中 相应 的 本 性 一 致 (点 态 ]ULD 成 立 的 充 要 条 件 是 
Dom(A%){DomA?) 为 0€ Ht? By 4p BR. 

c) 假设 Vy E RI, 下 列 条 件 之 一 成 立 ， 


AX ly) = limsup elogess.infjes f els ed i (x); (1.17a) 
E X 

A? (y) = ess.infje; lim inf € log / ew Edui (e), (1.17b) 
| 一 一 X 


则 引 理 1.2 HEH- AA LLD 成 立 . 车 A(R AP) 本 性 光 
t, WEH (ui,e +0) 在 IR? 上 满足 本 性 一 致 (或 点 态 )LDP. 


$ 2. 无 限 维 弱 折 扑 情形 


现在 呵 到 80 AY — AR HESR, Hit dm = 十 cc- 
此 节 的 结果 是 本 篇 的 关键 部 分 之 一 ， 它 们 的 各 种 特殊 情形 将 
在 §3 中 讨论 . | 
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2.1 上 界 (ULD) 


首先 介绍 与 西 分 析 中 Moreau E OL BS) 紧密 相连 的 Y 上 
的 Mackey fifth, CA Y 中 所 有 满足 


(Ye =X 


的 局 部 凸 Hausdorff 44 fh o 中 最 强 的 拓扑 ， 记 作 r(Y, X). 

Mackey ŒE 7(Y,X) 与 在 中 对称 凸 且 e( X,Y) 紧 的 那 
m + — Br oe 8) Fe Ph AH YO, 全 cijp.131, 或 [Bo], p.69 一 71)， 

下 面 是 本 节 的 主要 结果 : 

定理 2.1 设 A 在 0e€Y RF YX) 的 某 个 邻 域 上 有 限 (Bp 
[A < +00] 是 点 0 的 r(Y, X)- Bk). 则 下 述 性 质 等 价 ， 

(i) (pee > 0) Æ (X,0(X,Y)) 上 满足 速率 晒 数 为 Ap 的 ULD; 

(ii) AZEQEY ARF (Y, X) ES; 

(Gif AZEQEY 点 的 一 个 rY, X) BRN LALA, 

Gii 记 AY 上 的 所 有 BEE aR Re SA. 
Vet oe Y*, 车 


A"(x*) = sup{(z*,¥) — A(y) | y E Y} < +00, 


M| 2* Ee X. 
# “性 质 【ii 一 ULD” 是 由 Dawson-Gärtner(1987) Æ [A < 
+eo] = 大 情形 下 得 到 的 .我 们 将 称 之 为 Dawson-Girtner RFF. 
在 证 明之 前 ， 我 们 先 讨论 | 


2.1A 一 个 特殊 情形 ， 投 影 极 限 方 法 


Br 是 YY 上 所 有 线性 型 组 戒 的 代数 对 偶 空 间 ， 并 赋 对 其 o- 
te By(Y*) = ot, y eY) AX CY*, By(Y})NX c By(X), 
从 而 可 将 (ve, e > 0) ARE Y 上 的 概率 测度 族 . 

我 们 将 用 投影 极限 方法 证 明 关 键 的 


:4 


i g 


Ul 


ERA 


引 理 2.2 = 


Vy e Y, J5 > 0, HF ASy) < +00, (2.1) 


TH (pee 二 0 在 (Y*,w(Y*, 了 )) 上 满足 速率 函数 为 K 的 ULD. 


EW VOY PRA AMA REFS AMIR. V% 
于 “C” 构成 偏 序 集 ， EEV EV, 在 Y* 上 定义 等 价 关系 


at <*> r HARY, y) = (agy) Yy EV 


OW at cY*, ig [et]y = {et c Y* | zt 5 2*}, B ct 的 等 价 类 . > 


V*=Y*/ v (WZM) = {[z*]v | 2" € Y*}, 
那么 关于 双 线 性 型 [ehya y).V* SV EA (hae) R, H 
dimV* = dim V < +00. #% 

Py : Y* —+V", 2%-+4[2"}( 8 RRS), 

pv =p, o Pr? , Ve > O. 

ZEA GEM Cramér 7 bh 


Ay(y)=lim supelog | el ¥/edu¥(z)— Aly), y EV (2.2a] 
Emi Laii . 


及 它 的 Legendre 变换 


A% (Py(e*))=sup{(pv(2"), y) — Avy) |y € V} , 
"= sup{(z",y) — AW) ly ev} (2:2b) 


A (r*)= SUP{TAY UPvfz |v € V}. (2.3) 
WVWeEV, #V CW, 4B 
Pay : W* aay Y*, [ae lyi" y. 
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. Soe 


Hek E-E §5.3, AT VIB SS plim V"; V e V) s 
证 如 下 事实 ， 


(af 人) 与 六 jn V e Y} thE RE. (2.4) 


(MERRY x* — ([2"]v)vev-) | 

有 了 这 些 准备 ， 王 面 来 证 此 引 理 ， 者 (21) 成 立 ， 据 命题 1.1， 
(uY,¢ +0) 在 V* Re RRB Ay AY ULD. 应 用 第 一 章 命 
Ml 5.8 Fl (2.4),(2.,¢ 90) Æ (Y* of YY 上 满足 速率 了 爽 数 为 


sup{Ay-(py(2*)} | V € V} = A (r°) ( 据 (2.3)) 


的 ULD. | | I 
注 参照 有 限 维 命题 1.1 SE, ROTA (2.1) 
亦 是 必要 的 . 


2.1B 定理 2.1 的 证 阴 

(ij>(i). 它 是 引 理 2.2 的 直接 推论 ， 

(i}<> Cit)’. MH (4.8). 

(1)=>-(ii) . 依 假设 ， DomaA Æ (Y, r(Y, X p PREA (Domt) 
JEZ. 而 对 企 意 Ye (DomA)”, 可 应 用 Laplace 原理 (定理 12.4) 
得 

Aly) < sup ({z,y) — A} (e) | x € X) = AY (a) < Aly), {2.5) 


因 A? 关于 XY) FUR, # Morau 定理 (AS) 应 用 于 空间 
“(Yel(Y,X), BA AY 在 0€Y KF (YX) 拓扑 连续 ， 从 而 由 
“AlpomAyer = AF hpomayo=( 据 (2.5))” R- FREH AEEY 
RF 了 (8 X) 的 连续 性 . 

Gij>Gip . 定义 
Aplr"), Br EX, 


- (268a) 
+00, 否则 . 


A* (zx*) = l 


-JAG - 


n-ga T 


(iii) 可 陈述 为 
在 Y* 上 有 A = At. (2.6b) 


为 证 (2.6b), 先 注意 到 由 和 在 0ET 关于 7T(Y.XX) 的 连续 性 推出 A 
在 (DomA)"" 上 .连续 ， 据 Fenchel-Legendre 定理 (A.8), 有 


AY (y) = AF (y)= sup ((z, y) — A} (a) |z EX) 


~ .7 
一 sup (iz",y) —A*(2*)|2* € Y*), Yy er (2-79) 
和 
A D OT : 
AT (y) = l (y), B € (DomA)**, (2.7) 
+00, | Ey € Doma . 


(这 一 结果 显然 因 A 在 (DomA) 上 连续 . ) 从 而 of, X)- 于 半 
#5 a AT FEO CY KF r(Y, X) ER. 所 Moreau EH, Ay 
在 (¥,o(Y,X)) EFR, MH At 在 (Y*,o(Y"*,Y)) EFR. 

将 Fenchel-Legendre 定理 (A.8) 应 用 于 (2.7a}, 则 由 (2.76) 得 


A*(x*) = sup ((2*,y) ~ AT(y) iy EY) 
_ =sup({2*,y) — A’ (y) | y € DomA’}. 





而 对 y €e DomA , 因 (DomA)°* Æ, VAE (0,1), 有 
Ay € (DomA)*” = ri(DomA) (48(4.5)). 
MASA Oy) 的 凸 性 ， 有 如 下 初等 事实 : 
| lim A (Ay) < A? (y), 
从 而 Yz’ E X*, 


A(2*) = sup ((z*,y) — A'(y)|y¢ DomA ) 
sup (iz*,y) —ATiy)|ye (DomA)*)} 
= sup ({x",y) — Ay) | y € (DomA)*”) 
sup ({e", y) — A(w) | y € ri(DomA)}°7), 
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其 中 最 后 一 个 等 式 由 {2.7b) 推 得 ， 最后， 由 于 (KX) OY) 
弱 ( 依 定义 ), A 在 0eY 关于 +(Y,Y*) HIER. 类 似 以 上 证 明 ,就 
得 到 Vat eX", 


A (2*) = sup{(2*, y} ~ Aly) | y € ri(DomA)}. 


”所 以 (2.6b) 得 证 . | 

注 据 Moreau GH, HA TE Moy, X) 上 下 半 连 续 ， 则 定 
M 2.1lii) Str Fw Fae: AD 在 (X,o(X,Y)) LPR. (BA 
假设 AKT of¥,X) 下 半 连 续 ， 可 构造 反例 说 明 上 述 条 件 不 能 推 
出 定理 2.1(i) 中 的 ULD( 见 [W21).. 


2.1C 88 *- 拓扑 情形 

RE 25 BY 是 一 局 部 凸 可 度量 完备 的 实 向 量 空 间 ， 设 
(pac > 0) EY WBS (Y'o (YY) 上 的 一 族 概率 测 
度 . 

(a) HAO CY 的 一 个 下身 拓扑 邻 域 上 有 上 界 . 则 (uee 一 0) 
在 (Y',olY',Y 了 )) 上 满足 速率 函数 为 AL 的 ULD. 

(b) 设 入 在 0eY 的 一 个 自身 拓扑 开 邻 域 . NY 上 下 半 连 续 . 车 
A 满足 (2.1), Wl (pe,e 3 0) 在 (VY. 0(¥.Y)) 上 满足 速率 函数 为 
Ay 的 ULD. 

证 明 (a) 据 Bourbaki(/Bo].p.71), 对 一 个 局 部 凸 可 度量 的 实 向 
MSM Yc, SY 的 自身 拓扑 相同 .所 以 (a) 是 定理 2.1 的 
直接 推论 . 

(b) 设 和 是 和 关于 工 的 自身 拓扑 的 下 半 连 续 修 正 ， 据 (b) 的 
假设 有 AT = Aly. 考虑 


A= {y € YA (ty) < 1}, 
显然 4 是 凸 的 ， 对 称 的 ， 财 的 . FRE (2.1), LE 


yo [J] na. (2.8) 
new \ {0} 


+ OAS: 


据 Baie 纲 性 定 还 ， 关 于 了 的 拓扑 假设 保证 了 ， 存 在 n> 1, 使 
(nA)? 非 空 ， 央 此 A 非 空 . 而 显然 0 A’, 所 以 APN HOEY 
的 开 邻 域 ， 由 于 


T 
A enn = Alann <1 


— ~] 


应 用 (@) E ULD. E 
21D Dom; 与 (ye > 0) SRMH KH 


` 


回忆 p 在 (X,o(X,¥)) 中 的 (拓扑 ) 支撑 案 为 
supple) =f HF| FRo(X,Y) PA ATW, Hae(P) = 1}. 


记 cl(supp(e)) 为 包含 supplse) 的 最 小 凸 o(X,Y)- 闭 集 . 
命题 2.6 #(X,o(X, Y) FO ATE K 满足 
K D cl(supp{ze)). Ve > 0, 


则 
At(x)= +00, va ¢ K. (2.9) . 


证 明 Yô >0, 集 ASj{z € X | (x,y) < supy(,y) + 6} BH 
的 ， A- AJM, Bw fA)=1. 因此 


f eee laude) < f ef ¥/*du (a) <expi(sup(a,y}/e}]. (2-10) 
A A re K 


从 而 
A(y) < sup (z, y} 
Fiai 
= sup ((2,y) —¥x{x)| 2 € X} = pk tY), 
其 中 
0, Hare K, 
yria) = | 
+00, 否则 
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en ee Re peer eens ate ts + 
0 Py 


ED, FEZA] $ Fenchel-Legendre E M, 
Ay > (Vk) = YK. 
命题 得 证 . r E 
2.2 TA 
定理 2.7 假设 Vy cy, 
A(y) = lim clog f al)/eapely) E (—00, +00} 
. . E—> X 


AEAWE (21) 车 下 述 条 忻 之 一 被 满足 : 

GA 在 全 空间 Y 上 有 限 且 Gateau- 7S, 

(i) $Y 的 任意 有 限 维 子 空间 V, Aly 本 性 光滑 ， 
则 (pee > 0) Æ (X,o( X,Y)) bE RRA AY 的 LLD. 此 
时 ， 著 定理 2.1 SRS RAE. MAMA LDP. 

证 明 对 YY 的 任意 有 限 维 子 空 间 V, 据 定理 2.4, 引 理 2.2 证 明 
中 的 有 限 维 边缘 分 布 (jt ,e 一 0) 在 V* 上 满足 速率 明 数 为 A% 的 
LLD. 气 第 一 章 命题 5.8(uee 一 0 在 (cf(zZ 2) 上 满足 速率 
-函数 为 二 的 LLD. 

由 于 (X,o(X,Y)}) Æ (Yt 0", Y)) 的 拓扑 子 室 间 ， 于 是 对 任 
— (X,o(X,Y)) 的 开 集 G < By(X), FEAR G c By(Y*), 使 
G=GNX. 从 而 


rr 


i(G) = lim inf e log HG) = lim inf € log Ref ) 
> —infA > 一 infA*. E 
a G 


习 是 


习题 2.8 设 (pac > 0) Æ X = (Y'allY', 了 )) 上 的 一 族 概率 
测度 (og- 域 为 By(Y')), 其 中 Y Al Banach 空间 ， a Jé > 0, 使 得 


lim sup clog | efllzll/* dy. (zx) < +00, 
亡 一 + 性 X 
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则 (ass 一 中 在 (ef YY)) 上 满足 速率 函数 为 A% 的 ULD. 

习题 2.9 用 Mackey 定理 评 明 凸 栈 煞 A: Y> (-00, +0] 
(A(=D 在 0 所 关于 六 5X) 连续 的 充 要 条 件 是 ; FEX WG. 
对 称 、 of X,Y)- KEK, t 


_ Aly) <1, Vy €° K = {y €Y | sup(z,y'} < 1}. 
tek 


(°K RA KERR.) 

习题 2.10 设 nho 是 取 值 于 可 分 Banach 空间 《于 |. 用 的 
ii.dr.v,, HAA o. id Aaly) = log fy eP alde), vy € Y=X'. R 
E Aa < +eo( 在 全 空间 了 Y 上 ). 

(a) 证 明 IP(22 € -) Æ (X,o(X,X)) 上 十 满足 速率 函数 为 AP 
的 w*-LDP. | 

(b) aX BARA (BX = X”), W (a) 中 相应 的 LDP 成 
SF {提示 利用 定理 2.5(b)}). 

(c) 设 Ain) 一 +00, An) yn 一 0, HER 下 | < +. 证 
AA P( Rs Ee:) 在 (X,c(X,X’)) EAEEREN 


(2) sup ((@,y) — ZEKE ~ py)? Ly E X’) 


的 LDP REA 1/A7(n)). ， 

习题 2.11( 续 习题 1.17) 设 (J,a) 是 测度 空间 , (pi,7 Ej e> 0) 
是 (X, By(X)) 上 的 一 族 概 率 测度 ， 类 侯 (1.16a,b) 定义 本 性 一 致 
或 点 态 Cramér 江 函 .假设 AN(BE AD) E 0 € (YY, X) 的 一 个 
邻 域 上 上 有限 . 

(a) 证 明 如 下 性 质 等 价 ， 

(ai) (ple > 0) Æ (X,0(X,Y)) LEREM (A)R 
(ADP) Ete (Be AS) ULD; 

(aii) AX (ae ALD) Æ 0E Y KF r(Y,X)- ER; 

(aiii) (AEV (8) < +00 > BEY (VB EY’). 
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(b) 再 假设 (1.17a}( 或 (1.17b)), A AGC AR) Æ Y 的 任意 有 


限 维 子 空间 上 本 性 光滑 ， 则 (u,e 一 0) 在 (X,o(X,Y)) 满足 速率 
pg A Ay 的 LDP. 


$ 3. 几 种 特殊 情形 


首先 引入 记号 ; 
E 是 波兰 空间 ， E= BE); 

M(E) (M(BE)=1y|4& 是 (E, £) LARS (概率 ) 测度 }; 
CE) = 1{f :一 + R| f FRE: 

bE = {f : E — | JARE- WM}; 

(8,f) = fe fdB, Bf E bE, B € M,(E); 

3 KRG o (M(E), Cal EY) if MS ”: 

o(My(E), bE) RA r- 拓扑 ， 记 作 “r”. 

(M(E) >) 一 般 是 不 可 度量 的 ,但 (M(E), =) 是 波兰 空 


- m (M(E), ri 又 一 般 是 不 可 度量 的 . 


设 (Bn) C M(E), W Ba > Bo MARY VZ EE, 


Bnl A) — BA), 


它 比 ii sa 强 得 多 . 


3.1 M(E) LARKA sp 
By = o (t, f) | f € Ce(E)) E MaE) È M (E) Lh 5” 


生成 的 Borel o- 3R. BE (He € > 0) 是 (M(E), Bu) 上 的 一 族 概率 测 
麻 ， 例 如 引 论 中 的 经 验 分 布 PiL € ,) 就 扁 于 这 一 类 . 


Ay X = (M,(E),-“+),¥ = CKE), 就 可 应 用 80 和 经 .中 的 框 


Be 此 时 (He, € > 0) AY Cramér 2 pH 


A(f) = limsup clog 上 eP (dB), VF EC(E), (3.1) 
< 一 分 M(E) 
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EE GOE) 上 取 有 限 值 的 凸 汞 数 ， 它 的 Legendre 变换 为 
At, (8) = sup ((8, f} — ACA) 1 f € Co 下) , VBE MACE). (3.2) 
因 M(E) 是 (M(E) 一 ?) 的 凸 闭 子 集 ， 据 命题 2.6, 有 
A* (8) = +00, YA E€ MKE) M(E). (3.3) 
g 3.1 (i) @ fs gE Ci(EB)), 则 


A(f) < A(g) < lg loo sup |g(x)|. 


(ii) A(elg) =c, Ve € R. 
(iii) (ACA) — Alg) < If ~ gallo- 
(iv) (pee — 0) 在 (C E), o(CLE} (E) 上 满足 速率 函数 


A,,{8) = sup ((8, f) - AUP) | F € Co(E)), VBE CYL) (3.4) 


的 ULD. 特别 地 ， 车 E RERE, (pee 0) 在 (M(E) >) EW 
FE SK pa AS, 的 LUD. 

证 明 Gji Gii 是 初等 的 、 应 用 命题 2.5, 即 得 (iv) 的 第 一 
Ma. 至 于 其 第 二 部 分 ,4 FR. 则 由 著名 的 Riez 定理 知 ， 
C (E) = M(E). 据 (3.3), SOFA m Be. : I 

下 面 是 著名 的 

引 理 3.2(Daniel-Stone FH, BAY) #8 Æ CLE) 
地 ， bE) EATER PE ROCHE f > OMS Af) > 0). 则 下 述 性 质 
等 价 ; 

(i) 存在 非 贷 的 测度 ve M(E), 使 3(f) = fe fdv, Vf € CE) 
{相应 地 ， Wf € BE); | 

(ii) 对 于 CEGEM, 8E) 中 的 任意 SPR, Ae 
FE 的 序列 OF), 有 Bla) > O(n 5 09). 

现在 可 以 介绍 此 小 节 的 主要 结果 . 
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A 


定理 3.3 HE BRS, (tee > 0) 是 CMI(E), BUT 五) 
上 的 一 族 概 率 测 度 .， PREPS tt: 

(Ò (te e 4 0) Æ (My (E), 一) 上 满足 速率 隐 数 为 A 的 ULD; 

(Gii) A XT Mackey 拓扑 (Co( 五 ]), M6{E)) 连续 ， 或 等 价 地 ， 
在 0€ E) 关于 7(Ci(4), Mb(E)) 的 一 个 邻 域 上 有 上 界 ; 

[ii Yi) eof 满足 fala) 0vyzEe 五 ,有 


Alfa) > 0 {n > +09). 


证 明 (< (区 .定理 2.1 的 直接 应 用 . 
(i}=>(iii). # Laplace 原理 ， 


0 < A(fn) = sup ((fn, 8) — At,(B) | 8 € Mi(B)). 


而 且 F.(6) = (fn 8) + ALCS) 是 下 紧 的 ( 据 Gibbs 原理 ), 所 以 依 
命题 L1.2(b), 有 
0 < inf Afan) = ~ sup wnt, F(A) 
一 一 inf sup f,(f) 


M(E) nal 


一 一 nt Awt) 


=0 (HAR = 0), 


即 A(fn) 单调 下 降 于 零 ， 
(对 ) 坟 0. 据 定理 2.1, CRE: AOL) ERREZA 8 ME 


Au 人) 一 sup (A) AA) | f € C(E)) < +00, (55) 
则 8 € M1(E). 先 注意 到 


A = {8 € CHEREE ZM) |Yf > 0,8(f) > 0, BP(18) = 1} 
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ER, XF o(Ch(E),Co(E)) 闭 的 . 依 命题 2.6,(3.5) ME Be A. 
而 对 任意 点 点 单调 于 降 于 过 的 序列 (fahz C OE) 有 


+00 > A'(A) = sup (ABl fn) — AAS.) in 2 1,4 > 6) 
之 es lim sup (ABl fn) 一 A{Afn)) 


=supAlimsup (fn) ( 据 性 质 (iii)). 
A>O meco 


A CCAM An) > OYn > 1, 所 以 由 上 式 得 出 


Bfn) + 0 (n 4 +œ). 


根据 Daniel-Stone 定理 ( 引 理 3.2), 8 € M(E). 
下 面 的 命题 很 实用 . | 
命题 3.4 SRAT RBM D: 五 一 [0, +0], 使 


A(®)= limsup ¢ log f exp [{ 上 ap) fel peldp) < 00, (3.6) 


M(E) 


则 (pee 4 0) Æ (M(E), >) 上 满足 速率 函数 为 A* 的 LUD. 
WEAR 依 命 题 0.2 和 第 一 童 定理 3.2, 仅 需 证 指数 胎 紧 性 ， m 
Prohorov (HF, YE > 0, 


Kı = {8 € M(B)| f aap < L) 
是 (M(E) +) 中 的 紧 集 ， 而 


u( AF )= lm sup celog selK?) 
eH 
< li l f f aa -L dje 
im sup € log K | 5 8 ) ze] Hell) 
< -L+A(#). 
指数 胎 紧 得 证 . I 
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据 定理 3.3 和 定理 2.7, 有 
推论 3.5 {4 


AQ) = lelg fo, p(B /dul GD) 


存在 且 在 Cs(E) 上 Gateaux- 可 导 ， 并 满足 定理 3.3 的 (ii) 或 Gii), 
则 (ue E + 0) Æ (M(E) =) 上 满足 速率 函数 为 A* A LDP. 


3.2 r- 拓扑 情 形 
在 M(E) 或 M(E) PR c- 域 
Br 一 a(t, f) | fE bE). 

则 By C B,, 但 等 式 一 般 不 成 立 ， 设 (jee > 0) 是 (M(B), BYE 
的 一 族 概 率 测 度 . 取 X = (2,(E),7),Y = bE, REM Cramér 
IF ACS). 类 似 有 

定理 3.6 FIRE RSH: 

(i) {poe + 0) Æ (M(E), 7) 上 满足 速率 函数 为 

AT(B)= sup ((8, f) — A(f) | f € bE) 


的 ULD: . 
Gi) A Æ 0 € bE 的 一 个 关于 Mackey 拓扑 7(5E, M5,(EY) 的 邻 域 
上 .上 有 界 ; | 
G) Ya) C bE: faiz) LOY Ee E, A Al fn) > Ofn > oo). 
车 上 述 之 一 成 立 ， 则 AL(3) = A%(8), Y8 € M(E). 
证 明 HEU GGD) 的 等 价 性 同 定理 3.3. 至 于 最 后 一 个 结 
论 ， 因 为 定理 3.3 的 等 价 条 件 此 时 世 满 足 ， 所 以 有 


ACF) = sup ((8, F) — AL(B) |B € Mo(E)), YF € CAE) 
而 据 上 面 的 性 质 Gi),A 在 (GE, T(E, MEN) 上 连续 ， 所 以 又 有 
ACF) = sop((p, 朋 -AD16eMRCB) Vf € CME). 
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PP ee eee E -ar a 


因 At, A A ARE (ME) — EFR. oh, H Fenchel-Legendre 
定理 知 (A.8)A* = AT 在 ME) 上 成 立 ， E 
3.3 ES ht E 


HN Piz Be RR Sl). 记 (E) 为 所 有 具 紧 支撑 集 


的 连续 函数 空间 .。 赋予 它 通 常 的 局 部 凸 可 度量 拓扑 ， 其 刻画 为 : 
vifa) C ColE), 


in > OGECO( EVP) eS FE RRK Evn > 1, 
suppl fa) C K Alt alleo > 0. 
据 Riesz BAH, Col(E) 的 拓扑 对 便 空 间 为 所 谓 的 Radon 测度 
空间 : 


Mr) ={v 1v 是 (EE,E)E 上 的 vo- 有 限 测 度 ， 
vi) < +00, VÆK C E}, 


其 中 je 是 vz 的 全 变 差 测度. 且 相 应 的 对 偶 双 线性 型 为 
m f) = f fdv, Vf € Co(E), v € Ma(B). 
E 


令 M(E) W E LIEM Rodon 测度 全 体 ， 在 Mg(E) 和 M(E) 
上 赋予 r - 域 BR = olf) | f € CoE) 和 所 请 的 Riko 
tho(Mr(E),Co(E)), 简 记 为 “-2 

设 (e€ > 0) Æ (MZ (E), Br) 上 的 一 族 概率 测度 . 在 80 和 82 
EPIR X = (Ma(E), —),Y = Co(E), 那么 相应 的 Cramér 泛 
Mi: Yf €Co(E), | 


A(f} = limsupelog f exp( (J, f) /e)v. (df), (3.8a} 
Ee—0 Ma (E) 


其 Legendre 变换 为 : vi E Mk (E), 
ARCB) = sup ((8, f} — AC) | f € Co(B)). (3.85) 


因 MRE) Œ (Mri E), 一) 的 西 闭 子 集 ， 有 ( 据 命 题 2.6) 


AR(B) = +00, V8 € MRE) ME (E). (3.9) 
定理 3.7 F 
VEK C EJS > 0,48 Alk) < +00, (3.10) 


N] [pee > 0) 在 (M(E) —) ET Ce A AR 的 ULD. 

证 明 A CBE) = MRE), Ha 2.5, LRA EOE Cole) - 
的 一 个 自身 邻 域 上 有 上 界 ， 因 COE 可 度量 ， 此 性 质 等 价 于 ， 
者 fn + HEC EP), Mims fn) ~ of. 据 前 所 述 ， 存在 
TE K C 互 ,使 suppfn C K, Allfalla 一 O(n > +00). HA 
to Altly) 是 [0,6) 上 的 连续 函数 ， 从 而 


limsup Affa < lim Af{||falloolxe) = A(O} = 0. E 


习 题 
习题 3.8 HA: OGE — REHE 
Vf < g, A(f) < A(g) 


AY oy eka. 证 明 

(a) Aj,(8} = +00,V8 E M(E)\ Mi (E), 其 中 MI (E) 为 非 负 
. 有 限 测 度 集 . EAE Afele) = c(Ve € R), W AR) = 
+o, vB ¢ ME). 

(b) 利用 (A.1) 证 明 A KF o (C(E), OE(B)) “FBR ( CH 是 


代数 对 侦 空间 ). 并 由 (A.8) 推出 
(月 = (Aa) (fF) = sup (ACF) — M(B) | 8 © CECE), 
其 中 AL, = sup (B(f) — ACF) | F E CE) VECH(E). 


» Zoe - 


(c) 证 明 AL, 在 CGE) 上 下 紧 ， 且 若 8 € [A < +o], Wi s Æ 
正 线性 型 

(da) 证 明 姐 下 性 质 等 价 : 

(d.i) A Æ CE) 上 关于 Mackey fith 7 (C,( 2), Ma EY) 连续 ; 

(dii) [A], < +00] C M+(E); . 

(dii) Via) C Co(E): fala) | 0,Yz € El: Alfa) > 0. 

习题 3.9 FA :中 一 下 是 满足 


Vi,g € bE, gS g= ACP} £ A(g) 


AY oS pea. 利用 习题 3.8 BY RA EBA oF I Se: 

(i) A 关于 Mackey 拓扑 70E, MME) ESE; 

(ii)- 44 8 ebet FEE A (D < +00, I Be MP (Ey 

(iii) Vi(fa) C bE : fanle) J0, Y2 € E} : Affan) > 0. 

习题 3.10 Bo 是 波兰 空间 (E, E LRERAAME, Pa 
E E LA Poisson 点 过 程 分 布 ， 密 度 为 o, 即 Pa 是 (M(E) B+) 
土 的 概率 测度 ， 满 足 

(i) Po(8 € MZ (E): B(A)=k) =e" SAY Yke N, AEE, 

i) YA, B € £, E AN B =Ẹ, W BCA), B(B) 是 Po- WAL. 
定义 

BO = Pralà), A> 0. 


(a) Hf = Mii tilas RP (A) CE 互 不 相交 . 证明 


Alf) lm 二 log f eP du 
MEIE) 


A 一 十 0 A 


= fe _ ada. 


(b) 将 (a) 中 的 等 式 推 到 f & bE 情形 . 
[ec) 利用 习题 3.9 和 定理 2.1 和 2.7 证 明 (aà 一 oo) 在 
(M+{E),T) 上 满足 速率 函数 为 


At(8)= sup ((6, f) ~ ACF) | f € bE) 
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HARER, EREA 1/2. 
(d) 对 Be M (E), 证 明 


fe £ log fda — p(E)+a(E) BB << a, 


A") 一 | | 
+00, 、 否则 ， 


A A6)=06 8 =a. 
(e) 特别 地 ， 取 E = [0,1], a(dt) = dt. 证 明 映射 
| 和 B — Fal) = 6((0, 1) 


是 从 (MY'(0,1)),7) 到 (D((0, 1], R), d) (BUAI) 上 的 连续 
Ibe E. | 
(E) BE (Neo 是 参数 为 1, 定义 在 (0,F, P) 上 的 标准 Poisson 
E. MHA (ec) 的 记号 ， 有 


P(E € 4) = pa (BT A), VA c D0, 1], Æ). 


证 明 (P(A € -),A + +00) Æ W([G, 1)),R) LAF aua Fh 
满足 LDP, 写 出 其 速率 函数 . 


$ 4. 强 拓扑 情形 


再 回 到 80 的 一 般 框架 令 CX, |] - ||) 是 一 可 分 Banach 空间 ， 
Y =X' 为 其 对 偶 空 间 ， 此 时 By(X) 为 X 的 Borel o- 域 . 
EE Vy EY = Xx, 


Aly) = = jim pelog f e (Ew dude) E R. (4.1) 
其 Legendre 变换 为 


A* (x) = {(x,y) — Ay) |y © X°}. (4.2) 
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FUT (1.3), EX AT 的 严格 凸 点 集 为 


wo E CA") <=> Jyo E X' Ve € X, A(z) > A* (zo) + (2 — £o, yp), 
43 

Bl zo = VAf{yo).- ee) 

下 面 的 结果 属于 Baldi{1990). 

定理 4.1 假设 {4.1). 著 

G) (ee + 0) 是 在 (无 小 用 中 列 指 数 胎 紧 的 ， 

Gi) C,(A*) o [A* < L] 在 [A* < L ARE (关于 站 .| mth, 
则 (uee > 0) Æ CX, || D EREE RSA O A* 的 LDP. 

证 明 1) 首先 据 命题 0.2,(ase — 0) 在 (X, lD ERE w*-ULD, 
HEM L36 和 条 人 御 (i), 得 ULD. 

2) 至 于 LED, 像 有 限 维 情形 一 样 ， 它 依赖 于 

引 理 4.2 Yro € CANYI l- FÆ G aa, & 


KG) > -~A*(zo). (4.4) 
证 明 i voc Y= X h (4.3) 所 确定 的 点 ， 定 义 


etro) E dji, 


vu. (dz) = T e@ 0) ede ta) cleus) Ted, (a) - 


(4.5) 


注意 在 Gibbs 原理 {定理 12.5) 4, “(ee 3 0) 的 ULD 和 和 极限 
Alyo) 的 存在 性 ”就 可 推出 (vee > 0) Æ (X D -EIERE R 


数 为 
Ayolt) = AN (a) — (2, yo) + Alyo) (4.6) 


的 好 大 偏差 土 界 ， 余 下 的 证 明 完 全 与 引 悍 1.2 ARI, RE. 
3) 条 件 (ii) RET: YFG, 


1 


infA* = inf 
G GNC {At} 


所 以 由 (4.4) 推出 所 需 的 LLD. 4 


-JH - 


1 sus. -_—_—- —_——_----. 


= 一 -一 ree 


下 面 我 们 通过 凸 分 析 中 的 Bishop-Phelps 定理 将 条 件 (ii) 化 为 
关于 A 的 可 时 性 . 

定理 4.3 假设 (pec > 0) 是 可 和 分 Banach 空间 (X,| :由 上 一 
PRM, WE (4.1). € 

{i} {jee + 0) Æ (XI -iD 上 指数 胎 紧 * 的 ， 

{ii) A Æ Y = X’ LE Gateaux- 可 导 ， 
则 (pee 4 0) 在 (Xj .及 上 满足 速率 通 数 为 A* 的 LDP. 

证 阴 依 引 理 4.2, KATHE: Yro € Dom", 


Jönn, C C(A Ez, + x, im inf A” (zn) < A*(ro). 


为 此 ， 引 用 
Bishop-Phelps 定理 ({Ru2],p.159) if A Æ Banach 空间 Y E 


ASS. Bee ET 满足 
Je ed: Aly) > izo, y) — c, Yy E Y, (4.7) 
Ml] vy € Y, Ve > 0, sy’ € Y, 2’ e GA(y’), 使 得 


a! — zol] < e, lly’ -yl < (Alp) — (zop) + A*(z0)), (4.8) 


E A*: Y- (-00, +00] Æ A 的 Legendre RK. 

为 应用 此 定理 ， 首 先 观 察 到 (e> 0) 在 (X,||- ||) EEE 
ERWA A 的 ULD, 当然 在 (X,o(X,X")) 上 更 成 立 ， 据 定理 2.1, 
A É (Y, t(Y, XD) 上 连续 ， 此 时 据 (A6), 


GA(y) CX, Yy € Y, 


BARF BE AAD HD. 
若 fo EA 到 满足 A* {zro} < +Q, 条 性 (4.7) 对 c= A*(2zo} l 
成 立 . AE Yn > 1, R yn E Y 使 


A* (£0) < (20, Yn) ~ Ayn) + =. (49) 





{ 


将 二 一 定理 应 用 于 
1 
y= yop, En) = ailn 4 1) 
可 找到 EY 和 zw ESA C 芒 ( 如 前 所 证 ), 使 
£n 一 zoll < efr), (4.10a) 


lva- Yall < (Alem) ~ (20,40) +A" (20)) < Soy. (4.108) 


最 后 一 不 等 式 是 根据 (49). A A Æ Y E Gateaux- 可 导 , tn = 


VAa) E CA"). 而 由 (4.10) 有 


A” (Tan) = {Ens yi) 一 A(yi,) 
< A*(zp) + |En — Toll Iv — Wh + es — zoll Ny ll 


上 1 
< A* (z0) 十 一 十 一 ， 
Tt 


即 (4.6) 得 证 . 

注 (a) 列 指数 胎 紧 性 作为 波兰 空间 上 LDP 的 充 要 条 忻 , ÆR 
体 应 用 中 往往 是 困难 和 关键 的 . 

(b) 当 Banach 空间 X 不 可 分 时 ,特定 理 4.1 和 4.3 中 的 列 
指数 胎 紧 换 成 “指数 胎 紧 “性 *, 它们 仍 成 立 ， 怎 样 通过 A 来 刻画 
Hee > CRF |- l 的 指数 胎 紧 * 性 是 个 公开 问题 ， 

(c) 在 列 指 数 胎 紧 {或 胎 紧 *) BET, H X KER (X, X)- 
稠密 子 空 间 Y, 都 有 ATH AL. 其 证 明 钱 给 读者 . 


>] Æ 
习题 4.4 i X EAR Hausdorff 空间 , A: X'—> (一 co, +00] 
MA AO = 二 0. MCY XA Y =X’ EX HERERO 
拓扑 ， 证 明 如 下 性 质 等 价 : 
(i) A* E(X s) 上 下 紧 且 和 在 0 的 一 个 上 (2 天) BRN LR 
FCY,X)- FES; 
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Gi A Æ DeX =Y KF CY AX) 连续 或 在 一 个 ET X) 部 
- 域 上 有 上 界 ; 

(iii) 存在 X Ms K, {€ Alp <1, HP °K = {ye X’: 
suPrex (T Y) < 1} EK 的 极 集 . 

习题 4.5  (X||- ||) 是 可 分 Banach 空间 . 对 X BK RS 
# K EX Minkowski #2 


qx(x)=inf{A>0:-€ K} (inf O= +o). 


D 

RENOAR KX, 4 
imsupelog f etx lege < +00, | (4.11a) 

万 一 他 X - 

出 (He E +0) E X FERME. 特别 地 , 对 X- fA iidrv. (En jn>1) 

AP FET AR OS K CX, 使 

| Berli) < 十 oo， (4.11b) 

则 P(e € .) Æ (X, D -EWE LDP. 
习题 4.6 ik (H,|-|) 是 可 分 Hilbert 空间 ， (Hee > 0) BE 


ERY — RAE RE, EE (4.1) 和 Gateaux- OT RH. RR {ehizi 


Æ H BY) — 28 Bp HE E AR E, Va 是 由 (eze En) 生成 的 子 空间 . 车 
ve > O, 


lim limsup ¢log plz C H : |x - Py,x| > 6} = — 
m— e— 0 


D) (pee > 0) Æ (H, D) ERA LDP. 

习题 4.7 设 (T, P) 是 度量 紧 空 间 ，CfT) RT ERRAK 
构成 的 Banach E, (pee > 0) 是 C(T) 上 的 一 族 概 率 测 度 . 证 
明 : PVE > ONtET 有 | 


lim lim sup clog (æ: sup |x(t) — 2(s)| > 6) = -— 
ee | pia, t) <h 


则 Ce,e > 0) FETE ROR * 的 . 
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BoE 几 个 经 典 结果 


本 章 证 明 大 偏差 理论 的 几 个 经 典 结果 : ”Sanov 定理 ，Cramér 
定理 和 Schilder 定理 ， 并 介绍 它们 的 推广 和 应 用 . 


§ 1. Sanov 定理 和 和 炳 


1.1 38 
设 巨 是 波兰 空间 ，E 是 其 Borelc- 域 ， 设 a,8 E M,(E) PR 
测度 空间 ). ”i 
定义 1.1 概率 测度 #8 相对 于 a 在 £ ERA 
df Jog 28 
np Je Ta l B dada? Gi << a, (1.1) 
十 ca， 否则 |， 


+ ARA zlogz : 0, +00) — [-e7t, +20) (Olog0=0) 是 严 
格 凸 ， 下 有 界 的 ， 所 以 (1.1) 中 的 积分 在 (o, +00] PH. 

下 面 是 相对 精 的 一 些 初等 性 质 . 

命题 1.2 

(a) kg, a) > O;A(8,a} = 二 0 4AM G=a. 

(b) A(-; @) Æ (M(E), 7) LÆ FE, BY. Sb, X Bo F 1,0 < 
A<o1, # óa = Af + (1 — A) WA ALB, a) < +00, Ml 


hibai a) < ARC; a) + (1 — MA Go; 2}. 


(c) |8 || yer (ARE) < Ti 203; a). 
(d) 车 4A 是 E 的 子 o 域 ，Bla << aly, M 


AM6ia) = ha(B;a) + 上 h Bus )4B(w), (12a) 
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其 中 @ = af: | A), A = BCA) 是 am 在 已 知 玉 域 4 时 的 正则 
条 件 分 布 族 ， halB,a) 是 日 关于 a 限制 在 c - 域 4 | RAAT AR. 
特别 地 ， 者 ha) < +00, 有 


ha) > halah (1.2b) 


等 号 成 立 当 且 仅 当 of-|A) = BCA), Bas. 
“HERA (a) 依 zlogz 在 [0, +00) 上 的 严格 凸 性 和 Jensen 不 等 
R, H ecca 有 


A( 3; a) > Í, Eda log f É aa = 上 五] loga(&) = 1, 


且 “= ”成立 的 充 要 条 件 为 


= =c {常数 )， a-a.s.. -= 


此 时 必 有 e= 1, E 8 =a. 
(b) 只 证 Ra] r- FRIE, ERARE cloge HP HS 
性 的 直接 推论 ， 为 证 7- 下 紧 性 ， 首 先 注意 到 


Kr = {fp= |h(B;a) < L} 
在 Lo) 中 是 一 致 可 积 的 . 
Dunford-Pettis 定理 告诉 我 们 : 
A C L'a) BOW = ARE (L'a), o(L la), Eee(a])) 中 相对 紧 ， 


因此 Kz 在 Le) 中 关于 of}, L) 相对 紧 . WK, h, A 
(Lahi {a} PAR (Fatou 引 理 ), 所 以 它 也 是 of L1, L®)- FI GE 
第 二 章 附录 (A7). 因此 Ki 是 (ZL1,L%)) 中 的 紧 集 . 

最 后 注意 到 


T : fe L (apf ac MaE) 


i ye: 
Pppp =—= i ae 


是 从 (L'a), o(L!, L™)) 到 (Mo(E), 7) 中 的 连续 映照 ， 所 以 KL 的 
T- 映像 集 
TIEL) = {8 € Mi(E)| k(G;a) < L} 


是 (M(E),7) PHRSR. 

(c) 参见 Kullbck(1967). 

(d) 性 质 (1.2b) 是 (1.2) 和 (a) 的 直接 推论 . 下 证 (1.20). 已 设 
Bl, << ala Wik: EE bk 6 << a 的 充 要 条 件 是 bo << au l- 
a.8.{ 验 证 要 用 到 条 件 分 布 族 和 的 Radon-Nikodym 定理 ， 见 [Re]). 此 
时 有 








da] _ dp| 4B. 
dajes da], da,’ 
因此 
df ag dB, 
， — Be af - me 一 一 B iw -一 
h( 8:0) = E logs =Æ log alt IE log Fa, | 
= hallia) + EPA Ba a), 
Bll (4.2a) SL. | 
下 面 是 关键 的 Donsker- Varadhan 4 4+ 243%. 
命题 1.3 对 Í: ÈE 一 一 [一 co, +00], £- AJ E, 记 
A.(f) = log | ef da, (1.3) . 
: E 


则 有 | 
(a) wa M(E), 


Mpa = sup ( f d8 — half) if EE) 


= sup f fap — Aalf)|f E Ce 本 (1.4a) 
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pp r a ae r- 


(b) Y£- 可 测 f: E — |-%, +oo]， 


Aa(f) =sup( | F48 ~ hlB;o) | 8 € M(E), | Ifia8 <te): 
1.4 

证 明 (a) 先 设 8 关于 a 不 绝对 连续 , RACE 使 a(4) =o, 

但 BLA) > 0. 此 时 VA > DAarAta = 0. 从 而 (用 第 二 章 $3 的 记 
号 ) 

(Aa)?(8)=sup ( 上 fd8 — Malf) | F ebe) 
> sup (M0(A) — Ag {Al 4)} = +00 = A(G; a). 
ADD | 


以 下 设 5 << a. 先 证 (Aa)?(B) < Alia). 为 此 ， vf € bE, 记 
he = a 有 
exp ( £48 一 ME a)) = exp|E*(f — log ka) 


f 
< Ef exp(f — log hg) = E (ha >< Bel, 
8 


BU fe fa3 Aol) < RB; a), Vf E gE, 它 正 是 所 需 的 
dg 


现 证 (Xo)?(8) > h(B;o). E he = Z e (Lole > 1). 取 
ga = log hs € bE, A 
(Aat (8) > E? ga 一 log f ef da = hd; a). 
E 
其 次 ， 若 hs > +, Kg. = gg ^n, H Fatou 引 理 有 
(Aa)i(8) > lim (f gsAnd -log f explgaAn)da) 
at \ IE E 
= E” g3 — log f exp goda 
E 
= h(ß; a). 
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最 后 ， 在 hs > 0 一 般 情形 ， 对 8 E (0,1), 取 By = ba + (1 一 8)p， 


ho = 9+ (1 — Oha = 2 


当日 一 0+ BY, RA hlBe; 0) 于 有 Bie). A OA) a) 76 
数 ， 所 以 


(Aa) (8) > Jim ARo) 。 ( 凸 函 数 的 简单 性 质 ) 
| > lim h(Bo;a) (REWE) 
= h(ĝ; a). 


至 此 ， (14a) 的 第 一 个 等 式 已 证 ， 革 于 第 二 个 等 式 ， 对 任意 AE 
M(E), f © b&, HE 


fn € (E), Ifall < fl, fn > (a+ Beas. 
从 而 据 控制 收敛 定理 ， 
* LH 之 _ a . E 
(A3).(B)2 sup ( fad — halg) | g Cs(E)) 
> lim ( f fad8 — Ao(tn)) 
-=f fdB — Aalf). 
E 

因 f < bE 任意 ,得 (Ao)%(B) > ANO. 而 反 向 不 等 式 是 显然 


HJ. (a) aE. 
(b) 利用 习题 3.9,Aa( 了 ) 满足 那里 的 性 夺 (iii), 因此 在 bE 上 是 


”甘于 Mackey 拓扑 r(bE, Ma(E)) 连续 的 ， 且 (Ai = oo E 


M(E) M(E). 依 Fenchel-Legendre E, {1.4b) Bt f € bE R 
(Œ: 在 下 面 的 Sanov 定理 证 明 中 ， 此 处 所 需 的 连续 性 可 通过 定理 
3.6 KUE). 
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S 
it 了 :五 一 ”| 一 ce 十 oo] mT MN > 0, Be 
fun =(fAM)V(—N), fu =f, 


因 (1.4b) 对 fa RM, BO M 固定 ， 
Br -f fm NEB + h{8, a), NEN 
E 


是 (Mi(2),7) 上 一 单调 上 升 的 下 紧 函 数列 - 据 第 一 章 命 题 1.2, 有 
Aa(fa} = yim Aalfm,w) (Fatou 引 理 ) 
一 sup TET 一 六 (Bai | Be M,(E)) 
= sup inf ( Şi fm Nd — h(a; oj 


eM, (EA >O 


BEME) (f J — ac 中 

在 上 面 等 式 中 取 关 于 M > 0 HERA {等 价 于 让 M 一 +eoy 即 
得 (1.4b). E 

现在 我 们 重新 陈述 引 论 中 的 Sanov 定理 . 

定理 1.4 {P(L, Enm > +00} 在 (M1(E),7) FERR A 
BOA h(-; a) 的 大 偏差 原理 ， 速 度 为 Ln. 

WERA 对 c= etn) = 1/n, etn) = P(Ly E’) 它 的 Cramer }> Bg 
Al 


1 ， 
im 二 log f expf((B， f)n)djterny(B) 
Ady (E) 


-+50 TL 


1 好 一 于 
= li — loc Æ 
lim ~ log exp >_ f(éx) 


k=0 


一 im = log (E exp Fé)" = Ac(f). 


- 310 - 


据 命题 1.3,(A.)2(8) = h(8; ao). A(S) 显然 满足 第 二 章 定理 3.6 的 
(iii), 给 出 ULD. 而 Aw 又 在 bE 上 Gateaux- 可 导 ， 据 定理 2.7, 又 
有 相应 的 LLD. | I 


1.2 Csiszar MRE 
在 Sanov 定理 的 庶 用 中 ， 首 先 需 要 知道 
inf h(G;0)=h(A; a), (1.5) 


Ep AcM 在 应 用 中 表示 革 个 特定 “偏差 区 域 集 ”， 更 进 一 
F, ERI PRRAVUAR BRAC IFURA ARAP, AE 
IË: ESFERA By EA, 使 AC Ap; a) = RCA; a). 

Csiszar(1975) AWHINA RE Hilbert 空间 中 的 .|2{ 模 平方 ) 
具有 良好 的 投影 性 质 . 

定理 1.5 WA E M(E) cha fy r A 满足 ALA: a) < +00. 

(a) EFE Bo © A fH h(a) = hiia), 则 Bo 是 崔 一 的 . 些 
时 称 Bo 为 a ÆA EBS Csiszar WHW. 

(b) A Æ M(E) $ Iolar 闭 集 ， 风 存在 唯一 的 如 使 
A( Bo; ce) = hA; @) 

(c) REA Ha EA Li} Csiszar 投影 的 充 要 条 件 是 | 

h(B; Bo) + (Ao; a) < h(B; a), YB € A. (1.6) 


证 明 (a) 据 命题 1.2(b) 中 ;al 的 严格 凸 性 ， 唯 一 性 是 易 见 
的 . oe 
(b) 取 一 列 (Bn)nz1 使 


oot > hinia) > (A; a). 
易 验 证 如 下 公式 ; 


h( Bnj a) + (Bini) 


— on Ë tia, a) + hl Gea’ Ba + Em + Pm 


1.7 
Ee EE) + AL Bn; Patim) a7 
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因 A de ad, Bm+Bn < A, WY m,n +o 时 ， 上 式 的 最 后 两 
项 均 趋 于 霍 . 所 以 依 命题 1.2fc) 


Pn + Pm pat Fn 


Bre — Bm | var < En 一 一 一 一 | 十 || -一 一 一 一 一 Am ||var > 0. 


于 是 存在 Bo, BE [An — Bollvar > 0 (n => +00). Fl A Æ ||- Jiva Al 
的 ， So EA. MIR (jo) 的 下 半 连 续 性 ， 有 


(So; a) < liminf h(n; a) = ACA; a). 


PAH eh er, BR Bo 是 Csiszar 投影 . 
(c) 条 件 (1.6) 的 充分 性 显然 . 余 证 必要 性 . 不 妨 设 nbs a) < 
+oo( Wy (1.6) 自动 成 立 ). 此 时 ， WA € [0,1], $ 


By = Bo t A(B— Bo) EA, 


fr = = a (Am SM, ACG; a) < +00). 


注意 到 2 一 了 log fy EDAX, 所 以 当 ALO 时 ， 
(fs log fa — fo log fo) 


单调 下 降 到 





Sth log fa) = (fi — fo)flog fo + 1). 
A=D 


利用 Fatou 3| 





a 
O< hid; a) = 
dA A=0+ 





d 
= 上 fx log 六 da 


fn — fo)llog fo + I}da = IE” log fo — h(Bo; œ). 


A=O+ 
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(E? log fo € [-00, too) 有 意义 , 因由 上 面 的 单调 性 推出 f log fo < 
一 个 o- ARER. ESS 


h(8; a) — h(B; 8) = E” log fi — E? log & = Æ’ log fo. (1.9) 
(FE: EEA, $= +0, log0 = 一 oo log 十 oo = 十 oo 将 (1.9) FR 
A (1.8), 即 得 (1.6). | E 

注 1.6 当 Csiszir 投影 fo BA 的 代数 内 点 时 ( 即 Er), 在 
(1.8) 中 可 取 左 导数 而 证 明 (1.8) 中 的 量 为 零 ， 所 以 有 


h( 8: Bo) + kloa) =h a), YH A, 
E EE Hilbert 空间 中 名 股 定理 的 美 似 物 . 
| 习 是 


JE 1.7 wT: (E,e) — (£,¢) SAMIR. wH 

(a) A(GoT,aoT) = h(G; a}. 

(b) #0 A c M(E) Æ T- Be (PVC A, GoT E A), 则 对 
aoT = a,a0 Æ A 的 Csiszar RÆ 训 Æ T- RAE (EP oe T = Bo). 

3M 1.8 $ (fi) a Æ E ENA [-«,0o]- (AA 
数 ， (a:)in... ¢ E R*. > 


A = {Be M(E) | ers), 上 fod = ai (1-10) 


假设 ac M(E) 7 A EA Csiszär HB. 证 明 A EA Æo 的 投 
影 的 充 要 条 件 是 : 3(AL, , Aq) € R, {E 


， | 
Bo(dx) = exp (> `; fi) a{dx\/Z, (1.11) 


1=1 


其 中 2 是 正规 化 带 数 (参看 [Cs])- 
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er ry 


习题 1.9(Csiszär 1975) FESR PRE d= +o. EW: # 


Bo Bak A 的 Csiszir E, WIE feliei T ORe 
(fei = 1,2,---] Æ G) 生成 的 线性 空间 ), 使 


Bo(dx) = exp( fla(dzr)/Z. 


习题 1.10(Csiszir 1975) 设 (BE,E) = (Ey, £1) x (En &2), P € 
ME pi c Mi (Ez) 国定 ， i 二 1,2. 定义 


A = [Q € M(E) | Q=OQ(z; € -) = ppt = 1,2}. (1.12) 
{a) GB QeA HE: Jg: Ei — |0, +20], ¢ : Ea — [0, +œ] 
am, {E 
Q(dz,,dz2}) = plih (z2)P(dr1, dzz) (1.13a) 
和 和 
log ¢ € L'(441), logy € L' lus), (1.13b) 


Wi O 4 P EA EES Csiszar 投影 . 
b> RZ, FQ ÆP HA EM Csiszar HH, W (1.13a) 成 
Wr. 
§ 2. Cramér 型 定理 


I (Enno 是 (天 到) 上 取 值 于 可 分 Banach 空间 (X, || - I 
AY — &R OR iv ie) 4p LE, SET SP a 记 


为 部 分 和 . 记 (Y =X',||- 1 A X Kx Banach 空间 ,引入 
Cramér 2 AA E A Legendre 变换 


Aaly) = log j ev afde), Vy € Y, (2.1a) 
x . 
"At (a) = sup ({z,y) — Aa(y) [ye Y). (2.1b) 


1: 








此 节 主 要 是 通过 A* 来 刻画 P e) WAKE. 


2.1 Donsker-Varadhan 的 Cramér 型 定理 
定理 2.1(Donsker-Varadhan,i976) Æ 


YVA > 0: Bexp(Alléo|!) < +00, (2.2) 


则 到 (Sa e jn > +00 € (X,||-||) ERER A AL 的 LDP. 

我 们 将 给 出 它 两 全 不 同 的 证 明 . 首先 介绍 基于 Sanov ERG 
证 明 . 我 们 需要 如 下 一 般 事 实 : 

引 理 2.2 设 (uadicn<to C M(E), H jin —> Hoo, HP E Æ 
波兰 空 闻 . HP BCE) OTR, WA 

(i) super [Fila < too (CHAF) 

(ii) lims 0 supp, wes (F — FW) f € F) = 0 (RE), 

sup 


Hl] “4 n — +00 时 
i” d oo ' 2.9 
sop | | fan /ac| +0 (2.3) 


HERA 它 可 由 Prokorov 的 胎 紧 性 定理 和 Arzèlà-Ascoli 定理 加 
以 证 明 ， 绚 节 留 个 读 玫 . 

下 面 分 三 点 来 证 明定 理 2.1. 

D 有 界 情形 ， 即 |li < 五 ,到 -as 此 时 考虑 均值 映射 





8 € Mi (BO, R))-+m(B)= 上 zpide), (2.4) 


其 中 B(0, R) ={2 E X| lisi < R} 是 半球 . 

i FH ply eX’, yl <1}. BH BO, R) 上 的 一 致 有 界 ， 
等 度 连 续 函 数 族 . 据 引 理 2.2, 4 (Badan C Mi( BO, R) BARF 
Bee 时 , 


nn) — (Peo) = sup | if z, y){dAn(2) -ago 人 | = 


LELIES 
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即 映射 8 一 m(3) 是 从 (MyCB(0, R)), >) 到 (X, || 1) 的 连续 映 
射 ， 而 据 Sanov 定理 1.4, P(L, € -) Æ M,(B(0,R)) EXT r- fi 
扑 满足 LDP, 当然 关于 Ys 亦 然 ， 所 以 依 收 缩 原理 ， 
Sn 
P e) = P(m(Ln) €) 
在 (X,||- |) Pa ER BH 
Ha) = int { Mpa f Melag < +00, m(8)=2} 25) 


的 LDP. 
2) 在 tx AHAB ARB. > 


knlz) = tlyjcyj<r, 2 EX, 


SR = $ hrér), 


k=0 
fr) = / hp(a)dB, B € M(X), 
A 
rdf, 若 r|d +o, 
rof P A fx lzllae < 
0, 否则 


据 比 较 方 法 (命题 I.4.1), 若 能 证 明 


sup ( || fR (8) — FB |8 E MX), hze) SL) 30 


(Ro +00, VE € (0, +00) (2.6) 


lim lim sup 一 log P (|f (Ln — frRíLn)l| > 6) = -00 (2.7) 


R=totoo n— 
则 
P{f(Ln) €-) = P(e. 小 nm —> +00 


在 (X, || (|) 上 满足 LDP, ERRA (2.5) 中 给 出 的 工 


- 31a: 


mare rr a pp pr re are ad 


"mn. r me Ż 


为 证 (2.6), Kapa 1.3.(b), 有 


fe (3) — FOI < f lælityai> rds 


< FA(B;0) +log f expAlellizi>r)de, 
其 中 入 > 0 任意 ， 依 条 件 (2.2) ARRA, VA > 0, 
jim log f expíàllz|lijzj> relie) = 0, 


由 此 证 得 (2.8). 
至 于 (2.7), BATA to F iiit: 


P(r — f(£n)|| > 8) = PIUSE — Sall > nd) 
< e 4 Bexp(AllSn — SEI) 
< e "AE exp Mléolllile, >n)", 


(2.7) A oa < lim sup (一 Af + log E exp àll Lien) 


= —Aé. 


W A> OER, (2.7) 得 证 . 
3) A FHE AZ = I. 据 第 二 章 命题 0.2 和 2.7 IP(S,/n €-) 在 
(X, (X, X) 5 ii ee aa AS 的 w*-LDP, 同样 也 满足 速率 
函数 为 了 工 的 LDP(E jl - || Œ o(X, X) 强 ). 据 w*-LDP 速率 函数 的 
唯一 性 ， 有 AZ =I. | 
FAHER 2.1 的 第 二 种 证 明 ， 它 基于 de Acosta(1985) BY 
下 述 引 理 (证 明 见 [deA]). 
SIZ 2.3 E & fF (2.2) RÆ, WEE X WR AR RT RSE K, 
使 4 


er 0) < too, (2.8) 
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其 中 qx (x) = ofA > 0| FEK) Æ K 的 Minkowski @ K. 
SE de Acosta(1985) 还 观察 到 ; FF dim = 二 cc, 则 存在 X- Ë 


MUSE, Be 
J> 0 : Bell < +00, (2.9) 
E i 

但 不 满足 (2.8). 


Ee Tb: WAEN. 条 件 (2.2) MA (2.8), 而 (2.8) 保证 了 
了 P(Sw/n €-) 的 指数 胎 紧 ( 见 第 二 章 习题 45). 据 第 二 章 定理 4.3， 
P(S,,/n €-) Æ (X, {| - |) ER LDP. 


2.2 Bahadur-Zabell 定理 

Bahadur-Zabell(1979) 证 明了 

定理 2.4 不 要 任何 可 积 性 条 件 ， 惠 ( 灾 < .) EXI) EA 
足 速率 函数 为 AZ 的 w*-LDP. 


证 明 1) w"-ULD : 它 是 第 二 章 命题 0.2 的 直接 推论 . 
2) 进一步 证 明 : Ve e X A A(z) = Iz), 其 中 I(x) 是 


Ia) = inf { lai 人 jelaale) < +00, m8) = 2} 


的 下 半 连 续 修正 . 
事实 上 ， 据 命题 13(bj wy EY = X', 
Aaly) l 
= sup { A (2, y)dB(w)—h(;a) | 8 € M(X), 上 (x, y}|a8 < +00}. 
(2.9a) 
下 面 来 证 明 


Aaly) 


= sup{ f (x y där) — h(G,a@)|8 € MLE), J elas < +o}. 
(2.9b) 
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se rb F- 


er 


首先 ， 在 这 里 “>” 是 显然 的 . 为 证 “<”, 设 有 满足 ka) < 


+00, fx {x,y} < +00. Xf 5 > 0, Hy 


Bs = e818 /0(8) , (6) = f e~ All2ll 432), 
A 


我 们 有 
j lzllaas < +00; 
x a 
f ea6 — f (e,y)d8 (6 +04) 
A X 
Bs — A. | 
此 外 ， 


aa 
h(s, a) = E log 8 
ag 
— ms) alll 
-=E | §{|x|] log c(8) + log =| 
e~ Sllz|| 78) 


e(é) log da 


+ Flog ae = ha) (EHC). 


< — log e(6) + E” | 





E5 Asa) 的 下 半 连 续 性 蔓 含 MEsiay > hia). 因此 
(2.9) KHY > lim ( 人 人 0405 — h(Bs; o) 
= J. (a, yd — A(B;a). 


因 8 是 任意 的 ， 据 (2.9a), 就 证 明了 (2.9b). 
在 (2.9b) 中 先 对 {8 : m(8) =x} REMF, RBE 


Aaly) = sup ({z, y) — T(z) | 2 € X) = I (y). 





(2.10) 
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PEPEPEPE EEEH iHi h j ra rpe. p = 一 


可 以 直接 验证 了 是 非 负 凸 函 数 , 它 满足 Fenchel-Legendre 定理 (A.8) 
中 的 性 质 Gi), 因此 由 (A.8) 推出 


Pays AY, 


它 正 是 所 村 证 的 ， 
3) LLD. 这 一 步 证 明 : Y IF G2 E, 


KG)= lim inf = log p= < G) > -To (2.11a) 
注意 到 由 (2.11a) 推出 (TT 是 工 的 下 半 连 续 修 正 ) 
HG) > sup (—I(z)) = -inf I = -inf l”. 
PPH, EEEREN LLD. 
注意 到 (2.11a) 等 价 于 
(G) > 一 h(B;Q)， YA € M1(E) 满 足 


| 2.11b 
h(B; a) < +00, | izlag < +00, m(B) = x. (2.11b) 


.下 证 (2.11b). 不 妨 设 (Q, F, P) = (XN, BX) a), (new 是 
如 上 的 坐标 函数 族 . KO = 8, 则 





d T, d 
Qe, << Pir, > 5 =exp 》 log TË En), 
=0 


Fa 


其 中 Fa = ko sén) 因此 有 


p(= € a) > ol so | exp ` — log ZE en). 
— k=O 
Fi 


Er 
对 任意 5 > 0, 考虑 


A(n, 5)=[ Slog (Ex) < nhl; a) +8). 
k= 
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据 通常 的 实 值 大 数 定律 ， 有 
Q ( A(n, 6)) 一 1. 
而 依 可 分 Banach 值 大 数 定律 ， 因 为 mp) 二 x & G, 又 有 


Q (> = G) + 1. 
从 而 由 | 


p(= E G) > exp | — n(A(B; a) + 6)1@ (Ain, 6) N [2 = G| ) 


得 知 
L(G) = —A(8; aœ) — 6. 
(2.11b) 得 证 ， 
下 面 是 第 二 章 注 1.6 中 所 断言 的 
推论 2.5 设 (f.)no1 ERAF Rd € W) 中 的 iidir.v., 共同 
分 布 为 a. 则 下 (Si, jn e) ER? 上 满足 (村 一 速度 函数 I) LDP 
的 充 要 条 件 是 (2.9), 即 


Js > 0 : EIE < too. 


证 明 充分 性 由 第 二 章 命 题 2.1 和 本 章 定理 .24 给 出 至 于 必 
要 性 ， 由 .w*-LDP 的 速率 函数 唯一 性 和 定理 2.4 得 了 = AL. 再 应 
用 第 二 童 命题 2.1 即 得 必要 性 . E 

上 面 的 推论 很 卓然 地 引导 我 们 猜测 (2.9) WRENS 
是 LDP 的 充分 和 条件， 但 它 是 不 对 的 ， 下 面 是 高 付 请 在 [G2] 中 给 
出 的 

定理 2.6 PC e) £(X,|- |) LRA LDP 的 充 要 条 件 是 ， 
co M AE (2.8). 

证 明 充分 性 由 定理 2.4 PH wt-LDP 和 (2.8) 所 保证 的 指数 
胎 紧 性 直接 导出 ， 下 证 关键 的 必要 性 ， 据 Lynch-Sethraman 定理 
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(第 二 章 定 理 3.6), UP( € .),n > 1} 是 指数 胎 紧 的 ， 因 紧 集 生成 
的 最 小 凸 对 称 闭 集 是 紧 的 , 因此 存在 紧 同 对 称 集 KK CN 和 NN 之 1， 
使 P(S ¢K)<eS,va>N. mi 
[E gsr] < [Z gK] Ul te én g 2K] 
| c [$ g K] UG t+ Salle 1) £ 2K], 
AT Va > N+ 1,P(& ¢ 3K) <2), 即 有 
Pig léo) > 3n) < 2e FD, 


因此 


Bret tto) < Se D P(3n < grlo) < 3(n+1) < +00. E 
—D 
注 如 引 理 2.3 下 面 的 注 所 言 ,  dimX = +00 时 ,总 存在 X- 
值 随 机 变量 满足 (2.9), 但 不 满足 (2.8). 因此 (2.9) 不 是 LDP HA 
分 条 件 . ~ 


2.3 不 可 分 Banach Siem: IESE 


在 32.1 和 §2.2 中 的 所 有 结果 都 本 质地 依赖 于 Banach 空间 的 
可 分 性 . 而 在 非 参数 统计 中 出 现 的 往往 是 不 可 分 Banach 空间 . 其 
模型 如 下 : | 

设 (Enjen 是 (Q, F, P) 上 一 串 取 值 于 波兰 空间 E 中 独立 同 
分 布 随机 变量 ， 共 同 分 布 为 RF RE L-RE 可 测 实 值 函 
数 ， 满 足 


sup |f{x)}| < +00, a-a.s.. 
for : 


isc UF) = {y : F —| ye sup YF < +} (2.12) 


+ o22 + 


[ GF), || e) 是 Banach 空间 ， 且 当下 无穷 时 , 它 是 不 可 分 的 . 
对 Be M(B), EAT E 上 的 函数 


BE (f= | Se Faß, FIFI € E°(8), (2.13) 


+00, 否则 . 


这 样 可 以 将 Ln 看 成 是 (F) 中 的 元 La . 非 参 数 统 计 的 一 个 基 
本 课题 是 研究 Zr 在 ice CIF) 中 的 极限 性 质 . 
为 避免 可 测 性 问题 ， 恒 假设 


(H) (Ze = Pi FE) pÆ Doob 意义 可 分 的 ， 


或 者 更 特殊 地 , FT RH. 


此 时 取 1° UF) 的 o- 域 为 Br = o(y-o4(f) | f eE EF) WLS BR 
EF °F), || le) 中 的 随机 变量 . 

下 面 的 结果 是 作者 (1994) 利用 Talagrand 等 周 不 等 式 轧 想 证 
明 的 . 

定理 2.7 假设 有 CA) 和 


IE exp (A sup |f (o)l) < +00, VA > 0. (2.14) 
fer 


vy 6 I), > 
Fly) = inf {h(B; a) | h(B; 0) < +00, BF = ¥}. (2.15) 


则 PULP €) 在 SUF) || jl) ie AE aR TO) LDP, $ 
且 仅 当 如 下 条 件 被 满足 ; 
(i) Fd.) 是 全 有 界 的 ， 其 中 delf, g) = WF — allra 
(ii) BAR EH Raz, Bl YS > 0, 
P(|\|LF 一 o || > 6) 4 0 {n 4 +00}. 


323° 


习 是 


习题 2.8 在 定理 2.1 RAP, 证明 

(a) A(z) = iaf{A 8a) | Jy le haida) < +o, fy a’ O(da") = 
xhWVa 全 X. 

(b) # r € [A* < +00] 固定 . 证 明 存在 b © M(X) 使 得 (a) 
中 下 确 界 达 到 . 

(c) 进一步 证 明 存 在 ye "使 


g, = SxPlia,y)Ja(da’) 


AE , (2.16) 


其 中 Ziy) 是 正规 化 常数 . 
习题 2.9 i (i)i 是 实 值 iid.r.Y., 经验 分 布 


7 ig 
F(x) = — >》 l-z] (Gi). Yz E R. 
i=] 


(a) 证 明 Fy 关于 ze R 一 致 收 敏 于 & 的 分 布 函数 Fas. 
[by 证 明 IP(F*,e ò 在 DR, 0,1) LX TSO RH E 

LDP, 写 出 其 速率 函数 . | 
(c) @ P(E; =1)=p=1- P(é =0), 6H 


lim = log P(sup |Frfz] — F(z) > 6)=D(8) (2.17) 
noon | TER 


的 显 式 表达 . 

(a) 4 h Æ (0,2) 上 的 均 名 分布， 找 出 DS) 的 精确 值 . 

(ce) SHERMER, SR P(E), 证 明 (2.17) 中 的 Dd) 不依 
RAF F. 
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$ 3. Schilder 定理 


EPE Aye 4.4 中 关于 Brown 运动 的 Schilder 定理 推 
广 到 抽象 Wiener 空间 情形 . 
3.1 抽象 Wiener 空间 


定 党 3.1 称 CX, A, ps) 是 抽象 Wiener 空间 , # 
(i) (X, || D 是 可 分 Banach 空间 ; 
(ii) (H,|-[) 是 可 分 Hilbert FE, H H c X BREE 
A; 
(iii) u Æ X EE H A42 (BY self-reprodusing) 的 Gauss 测度 ， 
即 Vy eX’ Cc A’ = aA, 


f eit™ (dr) = eTl? Yee X' CH, (3.1) 
x 


+ 3.2 (D) ERBA ES ze H — ce xX BRAS, BA 
的 单位 闭 球 在 区 中 紧 . 

(Gi) 任意 X 上 的 Gauss Ml RE ABUT th A PHS Wiener 空间 情形 . 

引 理 3.3(Fernique SEE) fFTE 6 > 0 


Er exp |||? < +. (3.2) 
WEAR 参看 [DS]. 
3.2 一 般 Schilder 定理 
W(X, H, u) 是 抽象 Wiener 空间 ， Ye > 0 定义 
H(A) = pA Ve), VA € BX). (3.3) 


TW (ue € > 0) EX Ey Gauss 分 布 族 ， 且 ue — Sole — 0). 
定理 3.4 (pace POE X EREEREER A 


+\2|2 E, 
{x)= l 2 lela ae (3.4) 
+00, 否则 


-本 25 - 


TT mo rr TT 


的 LDP. 
证 明 构造 一 串 X- 值 独立 同 分 布 随机 变量 (En) 共同 分 布 
A 六 WM y 6X! CH, 


A,(y) = log Er exple, y) = shuld. 
据 Donsker-Varadhan 的 Cramér 定理 ， 
PHT ESR e.) = peas), elm) = = 
在 入 上 满足 速率 函数 为 A 的 LDP. FUE AS = 为 此 国定 se H. 


AX’ cH BRE, Wey, €X’, yn 二 .因此 


。 1 1 。 
A; (x) > lim > lim (人 em) zital) = sla. 


BI RA 
(x,y) < = lel? + Ta væ c H,y € X'CH, 


从 而 Anl) < Ie) RERBA: Aile) = He), Vee H. FR 
z éH. 需 证 Axfz) = 十 oo. GRR, 


1 
sup((2,y)|y EX ,ly $1) < An(z) + 5 < +00, 


Bl 2 是 (X',|-) ER ARR RK. AX cH BR ES ik 
A, MAM zeH. FJA. 

最 后 剩 下 从 (Henin — œ) 的 LDP 推 到 (uee — 0+) 情形 . 
据 比 较 方 法 第 一 章 O84, 仅 需 证 


x 
lim elo 一 一 一 一 站 > 6] = —æ, Yé > 0, 3.5 
Jimesup gx 人 < Teta ) | (3.5) 
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中 eln) = 1/[L/e] ATH ef/e(n)  L). 而 对 wy <e < H, 








(A D) Faay > aay an PD) 
注意 到 -AE +00, 应 用 (hen) n > +00) 的 LDP, 即 得 
j P gie 3.5 定义 

y =sup{ > 0 : E" expéllz||* < too}, 
则 


Y = inf{i{x) | æ € X, lell = 1}. 
证 了 明 ik 
| 
-y = limsup — log pl|z|| > n) 
他 一 > 二 上 nn 

o l Hæll 
= .ge 人 (> 
一 一 inff7fz jlzl|l > 1} 


. (H inf{Z(z) | lel] = 1} = inf {7x} | lal] > 1}- 


327: 


附录 有 关山 分 析 的 若干 结 果 

一 、 定 义 和 术 语 

设 五 是 实 向 量 空间 ， ACK. RAB GR, 若 (Ynr € 
AVA € (0,1) :xz+- e A RA 是 HAS, 车 
(vaa E€ AYA CIR): Ar (1 一 入 }z' € A. W afa 为 A 生成 的 仿 - 
线性 子 空间 ， 即 所 有 包含 的 仿 线 性 子 空间 之 交集. 

Pac Ad AW (REX) 相对 内 点 , 若 (Vo E affA) (dro > 
(Yr: 0 <r < ro): a+r(z—a)eé A. 由 所 有 (代数 ) 相对 内 点 
组 成 的 集 称 为 4 的 (代数 ) 相对 内 集 , 记 作 ri4. 当 afa 维 数 有 限 
时 ， rid 正 是 AE affA PHAR 

KA f : X —> (o, +00] RA MAR, E 


f(A + (1 Ajr} < Afir) + 1 — NF) 
对 所 有 tye X,A€ (0,1) RZ. EDA REXHA 
Domf = {r€ X | fiz) < +}. 
回忆 XX 代数 对 偶 空 间 eX 上 所 有 线性 泛 函 组 成 的 问 量 空间 ， 


记 作 X*. 一 个 线性 泛 函 e < X* BAM f HE ze < Doms 的 。 
次 微分 , 所 
f(z) > fro0) + TL — zo), Va E X. 
由 所 有 在 zo 处 次 微分 组 成 的 集 记 为 Of (29). 
当 aff(Domf) = X MN, 7 PAE ro €ri(Domf)Gateaux- 可 
F, & Vee X, 方 同 导数 


im 2 (to + €2) — firo) 


e—O £ 


SV eJ (£o) 


存在 . EHH za 一 Vzflzo) BX LARS A. HAT X*, id 
tE V (29). 
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下 面 是 两 个 基本 事实 ， 设 f: 一 (一 oo 二 oo] a, Wi 
(A.1) Yro € ri(Domf), f(z) A RT (Ho],p.23). 
(A.2) 设 aff(Domf) = X xo €ri(Domf). M) f 4E zo A Gateaux 


可 导 的 充 要 条 忻 是 Of (aro) HP AR. 此 时 ofl) = (VF (ra) CL 
[Hol,p.29}. 


二 、 有 限 维 情形 


tae dimX =d < +o. Pu X = X* = BR’. 

(A.3) HE f : IR? — (—00, +00} Mh. 则 了 在 zo €(Domf)° (HE Fh 
AR) 点 可 微分 , SBAS f E ze 点 Gateaux-Ay & (A [Ro],p.244). 

(A.4) fT Bee f: R? — (owo) 的 下 半 连 续 修 
E, 满 是 ， Aa € RO 使 flre R. WW yE: X —+ (—-co, +00] 
mm, E 

P(e) = | f(x), ax € ri(Doms), 
+00, 4 g Domf 了 ( 闭 包 ). 


特别 地 ， 了 在 ri(Domf) 上 FAS, H ri(Domf)=ri(Domf"}, 
Domf = Dom f! (Ji, [Roj,p.56). 


三 、 拓 扑 性 质 


以 下 恒 设 实 向 量 空间 AX BERR TT Jer) Hausdorff fth. iE 
X 为 由 所 有 世上 连续 线性 型 构成 的 拓扑 对 慢 空 间 . 
(A.5) 44S A 的 内 部 非 空 时 (BN A° x 6), 则 Ac srid H 


(Yro € A? zı € A)(VA g [0,1]) : £o + A(a 1 O29) € A? 


(1 [Ho] ,p.59). 

DRRR — Ph AR EE: 

(A.6) 若 凸 函数 f : X 一 o, 100) 在 XxX 的 一 个 非 空 开 集 
上 有 上 界 , 则 了 在 Doms)? LER. 此 时 vro E (Doms), 6 + 
Af(2o) c XW [ 工 al,p.333.Th.6.2.7]， 
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(A.7) 一 个 凸 子 集 在 X 中 闭 ， 当 且 仅 当 它 关于 (X, X) M. 
一 个 凸 函 数 f EX 上 是 下 半 连 续 的 ， 当 且 仅 当 它 关于 o(X, X’)- 
下 半 连 续 (Hahn-Banach 定理 的 著名 推论 ). 


四 、 Legendre 变换 


i f: X —+ (-00, +00] HATE A +00. 它 的 Legendre 变换 
为 
Fr 人 = suplia, y) — f(x) | æ € X), Vy € X'. 
SBIR f* : X) 一 (一 co; +00] Heh, KF XX) 下 半 连 续 的 ， 
EX 产 的 Legendre 变换 ， 即 了 的 重 Legendre 变换 


f**(x) = sup ((z,4) — f*(y) | y € X’). 


下 面 是 著名 的 Fenchel 定理 {或 Fenchel-Legendre 定理 ): 

(A.8) 天 是 了 的 下 半 连 续 凸 修正 , 即 所 有 不 大 于 了 的 下 半 连 
续 凸 函数 族 中 最 大 的 一 个 ”进一步 地 ， 若 了 : X — (-00, 4] 出 
BEWE FRAPS: 

(i) Izo € X Œ fl (xo) e R; 

(ii) dye X' Rezo fi) {aye 
则 f+* = fT(f 的 下 半 连 续 收 正 )( 见 [Laj:p.342 一 343)， 

下 面 是 在 第 二 章 2.2 中 起 重要 作用 的 

(A.9) (Moreau 定理 ) 设 f: X —> Cw, +00] FEEF, 
fh RRA +00. M ft : X — (一 ce 二 ooj KF of( XX) 下 


紧 的 充 要 条 件 是 了 在 点 关于 Mackey 拓扑 7(X,X')- 连续 (M 
[La] ,p.347). 


最 后 ， 我 们 所 用 到 的 事实 是 
(A.10) Hf : X — (-00,4+00}] h, zo EDomf yo € X’. M 


yo E€ Of (zo) <> firo) + f° (yo) = (£0, Yo) 


( 见 [La],p.350). 
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评 OE 
第 一 而 


(1) 81 及 §2 的 框架 是 Varadhan(1966) 首先 在 X Æ Polish 空 
间 情 形 引入 的 (BR w*-ULD, 它 是 在 [W1] 中 引入 的 ).Laplace 原理 
和 Gibbs 原理 的 陈述 取 自 [El] 和 [DS]. 

(指数 胎 紧 性 技巧 隐 含 于 Donsker 和 Varadhan Ay RFS 
基 性 工作 :DVIV], 它 被 Azencott([Az]) 抽 鲁 出 来 并 系统 加 以 应 
用 .指数 胎 紧 性 作为 Polish 空间 上 LDP ate tf Lynch 和 
Sethuraman(1987) 首先 证 明 的 .指数 胎 紧 * 性 和 定理 3.2 是 作者 
在 [W1] 引入 的 . 

(3) 比较 方法 的 两 个 结果 (命题 4.1 和 4.2) 取 自 IDS). 

(4) 乘积 空间 上 的 大 偏差 取 自 [W1]. 推论 54 在 4 有 限 情形 属 
于 Lynch 和 Sethuraman[LS]. REE R E HAEE Dawscn- 
Gartner 引入 的 . 85.2 中 的 结果 是 新 的 . 

第 二 章 

(1) 总 体 而 言 ，Cramér 方法 中 只 有 三 点 本 夺 上 是 大 候 莽 理论 
特有 的 ， 命题 0.2 中 的 w*-ULD, 引 理 1.2 中 的 局 部 下 和 界 和 投影 极 
限 方法 .前 二 点 是 Gartner(1977) 从 Cramér (1938) 的 先驱 工作 中 
抽象 出 来 的 ， 后 一 点 归功 于 Dawson- Gärtner(1987). 其 余部 分 都 是 
是 分 析 理 论 的 应 用 ， 

(2) 在 有 限 维 情形 ， 除开 命题 1.1 的 必要 性 取 自 [W1] 和 外， 81.1 
和 §1.2 中 的 其 余 结 果 均 属于 GärtnerjGä] 和 Elis[E]. 后 者 首先 将 
四 分 析 系 统 应 用 于 Cramér F. 81.3 HRPE {命题 1.7) 属于 
Borovkov 和 Mogulskii[BM1,2]. 最 近 陈 夏 (1990) 和 Ledoux(1922} 
得 到 了 可 分 Banach 空间 中 必 差 成 立 的 充 要 条 件 ， 它 比 这 里 的 充 


Tm 


分 条 件 (1.11) BEF. 

(3) §2 PEZAR {定理 2.1) 属于 作者 的 工作 1W1],1W2,], 但 
工具 (投影 极限 方法 ) 属于 Dawson-Gartner(1987). RHE AE 
全 空间 上 有 有限 、 可 导 且 满足 定理 2.1(iii) 时 ， 他 们 证 明了 LDP. 其 
RaR [WI]. 

(4) Æ §3.1 关于 一 的 ULD,Stroock([St}]) 首先 找到 了 一 个 充 
要 条 忻 ， 而 更 实用 的 充分 条 件 {定理 3.3(ii)) 取 自 Léonard(1991). 
定理 3.3 的 等 价 性 取 自 [WI]. 同样 ， 定 理 3.6(iii) 的 充分 性 来 月 


Léonard{1990), $i ERE [W1]. 关于 淡 收 但 拓扑 的 定理 3.7 取 自 
[W1]. l 
(5) ERA REM 4.1 属于 Baldi(1990). 定理 4.3 的 证 明 是 新 
的 ， 芍 于 结果 本 身 ， 作 者 不 知 是 谁 最 先 得 到 的 . 


第 三 章 

§1. Sanov 定理 {定理 1.4) 是 由 Sanov 首先 在 E {= [0,1] 并 关 
于 回收 利得 到 的 . 现在 的 关于 T- 拓扑 情形 则 是 在 [GOR] 中 建立 
的 。 回 已 Komogrov-Ornstein 定理 ， 两 个 Bernouilli 遍历 系统 可 测 
同 胚 的 充 要 条 件 是 它们 的 彤 相同 ， 所 以 说 Sanov 定理 揭示 了 独立 
同 分 布 随机 变量 族 的 本 质 . 所 有 1.3 AE EDR A (Csi, CIF 
多 新 近 工 作 的 出 发 点， 建议 读者 阅读 . 

§2. 定理 2.1 属于 Donsker-Varadhan|DV].Bahadur-Zabell[BZ} 
BAF AVA B- 值 部 分 和 大 偏差 的 一 个 经 典 文 献 . 但 我 们 这 


里 用 Sanov 定理 想法 去 证 明 它 则 是 新 的 , 其 思路 可 推广 到 Markov 


过 程 情形 ， 参 看 [W2].Cramtér 定理 的 充 要 条 忻 (2.8) 是 高 付 清 得 到 
的 . 非 可 分 Banach 空间 情形 需要 另外 的 方法 和 思想 , 见 作 者 [W3]. 

§3. Schilder 定理 的 推广 可 网 Deuschel-Stroocg[D 引 . 推论 3.5 属 
于 Donsker-Varadhan[DV]. 它们 的 更 进一步 推广 见 [BL]. 
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